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AANTEEKENINGEN BETREFFENDE DE THEORIE DER 
ESSENTIEELE VERGELIJKINGEN DER VLAKKE 

KROMME LIJNEN, 



DOOR 



D". H. ONNEN. 



{Vervolg van BI. IV, hladz, 56.) 



9. Meetkundige èeschoumngen, 

(fig. 1) Cq het middelpunt van den beschrijyenden cirkel JST, 
bij het begin der beweging, en C dat ran den richtcirkel iT. Voor 
de middellijn van den buigpuntscirkel B, waarvan wij de lengte 
door fi zullen voorstellen, en voor die van den toppuntscirkel T, 
welker lengte wij v zullen noemen, vonden wij 

a = ± , naar gelang a^ b is , 

a—o o « ^ 

Sab X. 

V r= ± — , naar gelang a ^2b is. 

De beide cirkels B en T gaan steeds door het. raakpunt A van 
de cirkels K en JT; hunne middelpunten m en n liggen in de lijn, 
die door C en C gaat, en wel aan de andere of aan dezelfde zijde 
van A als C', naar gelang het bovenste of het onderste teeken voor 
de waarden van /t« en v gebruikt moet worden. 

In de figuur is a> 2 b. Deelt men nu AqC in ^ middendoor, 

I 

beschrijft op ^Cq een halven cirkel, en zet kl-^zkG' en kr=zkt 
als koorden op dezen halven cirkel uit; trekt men vervolgens CqI 
en Cq r, die den cirkel K in s en q snijden , en daarna kx 1 1 C« 
en ky \\tq; dan is A^m^zax de straal van den buigpuntscirkel, 
en A^n^zqy die van den toppuntscirkel. Immers men heeft 

1 



8X kC* - lab . 

en yq kt . lab , 

Men verkrijgt wel is waar dezelfde evenredigheden, in welke rich- 
ting de lijnen G^s en Q^q ook getrokken zijn; maar, zooals de con- 
structie is opgegeven, worden de lijnen Q^x en C^y tegelijk raak- 
lijnen aan de te construeeren cirkels; want men vindt gemakkelijk, 
dat de loodlijnen, uit m en n op de lijnen C^x en C^y neergelaten, 
respectievelijk gelijk zijn aan 

Terwijl nu de beschrijvende cirkel in beweging is, rollen de buig- 
punts- en de toppuntscirkel over zijn omtrek, en gaan steeds door 
zijn raakpunt met den richtcirkel. De lijn CA^, daarentegen, die 
alle beschrijvende punten bevat, en daarom de rechte der beschrijvende 
punten moge heeten, maakt eenvoudig de beweging van den beschrij- 
venden cirkel mede, en verandert dus met betrekking tot dezen niet 
van stand. Trekken wij derhalve in verschillende punten A', A", 
enz. van den beschr^venden cirkel de beide cirkels J? en T, dan 
kennen wij den stand dezer cirkels met betrekking tot de rechte der 
beschrijvende punten, als de punten A', A", enz. op den richtcirkel 
gekomen zijn. Wy zien dan onmiddellijk, welke beschrijvende pun- 
ten buigpunten en toppen kunnen vormen, en wanneer dit geschiedt. 
Heeft bijv. K den hoek « = AjjCqA' beschreven, zoodat de punten 
m eji n met betrekking tot dien cirkel de plaatsen m! en n' hebben 
ingenomen, dan zullen de punten P, en Pj, waar OoA^ door den 
buigpuntscirkel gesneden wordt, hunne buigpunten vormen; de snij- 
punten Q, en Q2 van Ag Co met den toppuntscirkel daarentegen 
hunne toppen. 

De meetkundige plaats van alle punten, die bij zekeren standvan 
K een top vormen, dat is in het algemeen de focale^ bestaat echter 
bij de cycloïdische lijnen uit den cirkel T en de rechte lijn C«. De 
lijn CoAo kan met den cirkel T twee punten gemeen hebben, ter- 
wijl z\j de rechte lijn C« of in het punt O snijdt, of wel bedekt. 
Het laatste heeft plaats in den aanvangstoestand en op het oogenblik, 
dat de cirkel JT 180* gewenteld heeft. Voor « = en w=5r vor- 



men dus alle beschrijyende punten toppen, — behalve het punt Aq, 
dat voor w = O een keerpunt maakt. Deze twee toppen zullen wij 
hegintop en eindtop noemen. 

Een derde of middentop kan slechts gevormd worden, als het be- 
schrijvende punt aanvankelijk binnen den toppuntscirkel, dus tus- 
schen Aq en Qq, gelegen is; zoodat zijn afstand p tot Cq voldoet 
aan de voorwaarde 

of a<p< ' . 

a — viO 

Evenzoo kunnen alleen de punten tusschen Aq en P^ buigpunten 
vormen; hunne afstanden tot C moeten dus voldoen aan de voor- 
waarde 

a<p<a'\-iA, 

of a<p< . 

Heeft de cirkel K den hoek u' gewenteld, waarbij de cirkel B de 
lijn Co Ag raakt, dan zign alle buigpunten gevormd. Deze hoek u' 
is nu juist de hoek xQ^m, en wordt bepaald door de verhouding 



kCg a — ^6 Za-'b' 

Evenzoo vindt men den hoek «", dien K gewenteld heeft, als de 
laatste middentop gevormd wordt, uit 



kC^ ^ a-ib~ atf-5' 

Al deze uitkomsten zijn verkregen in de onderstelling, dat de cir- 
kels B en T uitwendig gelegen zijn. 

Fig. 2 stelt het geval voor, dat beide cirkels den beschrijvenden 
cirkel inwendig raken; hier is dus a^b. 

De constructie der middelpunten m en n kan dan aldus geschieden. 

Trek door Cq eene willekeurige lijn; zij 8 een der snijpunten van 
deze lijn met K. Vereenig 8 met C en met t, en trek uit het mid- 
den k van C'Ao de lijnen kx || «C en ^y || «^, die de lijn C^* 
in X en t/ snijden ; dan is . 

8x — -^ ka — i^ — ^u 

sGq _^ ^ab . 
en 8p = zr^. . kt =. ~ = T V. 



CJ U-a 



1* 



In de figuur is y/tc<^ en ^v>è. Men zal echter inzien, dat de 
verhouding tusschen a en b zoo gekozen kan worden, dat de cirkels 
B en T beiden buiten of beiden binnen K' vallen, of ook dat één 
hunner met K samenvalt. Stelt men namelijk de vraag, wanneer is 

•* b — a ^ 



dan is het antwoord. 


als 


a^lb 


is. 


Daarentegen 


zal 


iv 


2è~a 


^b 


zijn, als 






«^4* 





is. Voor a = I 5 vallen dus alle buigpunten op den richtcirkel 
(zie figuur 12a), voor a=z^b alle middentoppen (zie figuur 11). 

Hetzij echter de buigpunten of middentoppen allen buiten, of allen 
op, of allen binnen den richtcirkel gevormd worden, steeds is er in 
twee opzichten een wezenlijk onderscheid tusschen de uitkomsten , die 
figuur 2 oplevert, en die, waartoe figuur 1 aanleiding gaf. Vooreerst 
toch zal in figuur 2 de positieve richting van de rechte der beschrij- 
vende punten — dat is de richting vanCo naarA^ — steeds slechts 
één snijpunt met elk der beide cirkels JB en T opleveren. Er is dus 
op elk oogenblik slechts één beschrijvend punt, dat een buigpunt of 
een middentop vormt. Want wij beschouwen immers slechts de be- 
schrijvende punten, welker afstanden tot C^ positief zijn; omdat de 
punten, die aan de andere zijde van O0 liggen, ten opzichte van 
den beschrijvenden cirkel denzelfden stand innemen , als de door ons 
beschouwde punten, na eene halve wenteling. In de tweede plaats 
zullen de cirkels JB en T, in welk punt zij den beschrijvenden cir- 
kel ook raken, altijd de lijn CqA^ snijden; zoodat er geene waarde 
van u is, waarbij geen buigpunt en geen middentop gevormd wordt; 
dit stemt overeen met de omstandigheid, dat in figuur 2 niet, zoo- 
als in figuur 1, uit C© raaklijnen aan JB en T kunnen getrokken 
worden. Overigens zijn in figuur 2, even als in figuur 1, de pun- 
ten der lijn C^^A^, die buigpunten en middentoppen kunnen beschrij- 
ven , binnen zekere grenzen gelegen. Daar a steeds > 5^ ^ ondersteld 
is , dus C o steeds tusschen k en C' ligt , zullen , * blijkens de con- 
structie, 8X en 8y altijd grooter zijn dan Cq*; hieruit volgt, dat 
geen punt tusschen C^ en Aq ooit een buigpunt of een middentop 
vormen kan. Laat men de cirkels B en 5!^ over K heen rollen, dan 
zullen hunne snijpunten met CoAq al verder van C© zich verwij- 



deren, tot zij in t gekomen zijn, om dan weer tot C^, te naderen. 
Buigpunten kunnen dus alleen gevormd worden door punten tusschen 
Ag en Pq, dat is, als 



a» 



of ^<^<r, ^» 

middentoppen door punten tusschen Aq en Q^, dat is voor 

"^ . . ^<^<iö^- 

De figuren 1 en 2 zyn geteekend voor de beide gevallen, dat 
a> 2ö en dat ■^5<a<3 is. Is echter è <^a <2d (figuur 9 en 10), 
dan ligt de buigpuntscirkel buiten-, de toppuntscirkel binnenwaarts. 
Voor den eersten geldt dan de constructie van figuur 1, voor den 
laatsten die van figuur 2. 

• Wil men de cycloïdische lijnen construeeren, die door verschillende 
punten van de lijn C^Ao beschreven worden, dan heeft men slechts 
de verschillende standen te bepalen, die deze lijn inneemt bij de be- 
weging van den beschrijvend en cirkel over den richtcirkel. Daartoe 
moet men op laatstgenoemde cirkels, van A^ uit, bogen afmeten van 
gelijke lengte, bijv. Aoai^rAoa^ (figuur 1). Heeft dan de be- 
schrijvende cirkel den hoek A^C^ o^i =z t«''' gewenteld, dan is a^ in 

a^ gekomen, en hoek A^, C' «2 ^== ^^ '• -^^^ P^°^ ^o ^^eft een cir- 
kelboog om C beschreven, en is steeds in de lijn gebleven, die door 
het raakpunt a^ en C gaat. Daar nu de betrekkelijke stand van 
de lijn C^Aq en den cirkel K gedurende de beweging niet veran- 
dert, heeft men slechts in O den hoek AoGo^i =- a'" over te bren- 
gen, om den nieuwen stand van AgO^ te vinden. Meet men hierop 
ten slotte, van O uit, den afstand p af, waarop eenig beschrijvend 
punt van Cq verwijderd was, dan vindt men de plaats, die dit punt 
inneemt bij de wenteling om hoek u"\ 

Op deze wijze zijn de cycloïdische lijnen geconstrueerd, die in de 
figuur 6—14 voorkomen. 

10. Analyüache heschoutoingen. 

Dezelfde uitkomsten kunnen langs analytischen weg verkregen wor- 
den. Wij zullen dezen weg kortelijk aanwijzen, deels tot bevestiging, 
deels om nog eenige andere gevolgtrekkingen te maken, die uit de 
figuur minder gemakkelijk af te leiden zijn. 



Uit de poolvergelijkingen, 

ab 3ad 

r+ -Cosct=.0 en r-\- — ^rrCoaxzzzO, 

van den buigpunts- en den toppuntscirkel vonden wy reeds, door te 

substitueeren 

ƒ a — p Co8 u 

r =z\a^ +j?* '-2ajp Coau en Coaa = , 

de betrekkingen 

a' + (a-5)^*-öi?(2a-5)(7ö««i = 0, (1) 

en a>(a + 5)+(a-2%* — a^(2a-3)C)b««, =0; (2) 

waarin u^ en u^ de wentelingsboeken van den besclung venden cirkel 
beteekenen, waarbij een punt, dat op den afstand p van C^ verwij- 
derd is, respectievelijk een buigpunt of een middentop vormt (Dl. IV, 
blz. 55). En wij merkten op, dat u^ slechts bestaanbaar is, als 

{(a-6)/? + a*}(i> + a)>0, 
en {(a— d)^— a*} (i? — a)< O, 

is. Voor a>d nu wordt aan de eerste voorwaarde steeds voldaan; 
aan de tweede alleen dan, als 



Is a<6, dan wordt aan de eerste voorwaarde voldaan door 



aan de tweede door jp>a. 

Lost men uit (1) p op, dan komt er na herleiding 

^~ 2(a-5) 

Is a>d, dan wordt j9 onbestaanbaar voor 

terwijl alle overige waarden van «| twee positieve waarden voor p 
geven. Is echter a<6, dan is ook 2a— 5<6, en p kan nimmer 
onbestaanbaar worden. Bovendien zal alleen het bovenste teeken voor 
den wortelvorm eene positieve waarde voor p opleveren. 

De hoek u^ heeft slechts bestaanbare waarden, als voldaan is aan 
de voorwaarden 



{(a-2% + a(a + è)}(^ + a)>0, 
en {(a-2d)|?-a(a + i)}(/i-.a)<0. 

Hieraan wordt voldaan, voor a>2d, door 

voor a<2^, door 

Uit (2) volgt verder 

_ a[^a-'h)Ck>su^ ±g V95«-(2g-^)«;S>V ^^ 

waaruit blykt, dat, voor.a>2i,^ onbestaanbaar wordt voor 

*'^2a-5' 

terwijl alle kleinere waarden van «^ twee positieve waarden voor p 
geven. AJs a<25 is, zal ook 2a— 5<35 zijn, en iedere waarde 
van ff 2 S^eft eene positieve waarde voor p, maar ook slechts e en e. 

Deze uitkomsten stemmen overeen met hetgeen de meetkundige 
beschouwing der figuren (1) en (2) leerde. Wy willen thans nog 
drie vragen beantwoorden. 

1. Is Ui^u^, d,w,z. zaL een beschrijvend punt, dat zoowel een 

buigpunt als een middentop vormt, eerst den top en dan het buig- 
punt, of eerst het buigpunt en dan den top beschrijven? 
Uit (1) en (2) volgt 

Wij hebben dus slechts te onderzoeken of 

d.w. z. — 3j9> ^a*5-25/?*, 

of p^a 

is. Nu kan p^a nooit een buigpunt noch een top geven; dus is 

steeds Cos {< | > Cos u^ , 

of «l<«ji 

daar u^ en u^ in elk geval kleiner dan 180^ z\jn. 

2. Is de grenswaarde van p, waarbij de vorming van buigpunten 
ophoudt, grooter of kleiner dan die, waarbij de vorming van midden- 
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toppen eindigt? Met andere woorden zullen de hypocycloïden , die 
slechts één dezer beide bijzondere punten Tonnen kunnen, en dus in 
de figuren (1) en (2) tusschen P^ en Q^ gelegen zijn, enkel een 
huigpunt of enkel een middentop hebben? Stelkundig geschreyen ver- 
krijgt deze vraag een der drie vormen 

a* > g (g + 5) a* >»(« + *) g* >^(^-f^)a 
a^ ^ a—2b a — b ^ ^è — a ' b-a ^ 2b — a 

d. i. na vereenvoudiging 

è^2a, b^+2ab-2a^^0, 2a^b? 
En dat wel den eersten, tweeden of derden vorm, naar gelang 

2b<:a of b<a<2b of ^b<a<b 
is. In het eerste geval nu is het antwoord 

i<2ö, dus ook -<-^_I-£; 

a — ó a—Tfb 

in het derde geval is 

2a> ó, dus ook > —^^ ^ . 

o — a 2o—a 

In het tweede geval heeft de overgang plaats, en wel voor 

i* + 2a5~2a* = 0, 

of a z= -^ i( V 3"+ 1) = 1,366 5, 

dat is weinig meer dan Ij^d. 

Deze overgang geschiedt tusschen de figuren 9 en 10. In de eer- 
ste is ö = 1| 5, dus grooter dan lf*x^5 ^^^ ^^^ ^®* P^^* ^o > ^^^ 
de vorming der buigpunten eindigt, nog altijd lager dan Qq, dat 
de grens is voor de punten, die middentoppen beschrijven. In de 
tweede figuur is a = l|d, dus kleiner dan 1^5; en nu is P^ bo- 
ven Qj gelegen. In figuur 9 hebben dus de hypocycloïden, die 
tusschen de lijnen P^jPP^ en QoQQtv liggen, een middentop t; in 
figuur 10 hebben zij een buigpuntb, 

3. Ten aanzien van de vraag, in welke toppen de kromtestraal 

eene volstrekte maximum-waarde, en in welke hij eene volstrekte 

mini mum- waarde zal hebben, merken wij vooreerst op, dat elke top, 

die aan een buigpunt voorafgaat of er op volgt, noodzakelijk een 

mnimumtop moet zijn. Voorts brengen wij in toepassing hetgeen 

aan het slot van § 8 (Dl. lY, blz. 56) gezegd is omtrent de teekens 

d^p 
van en van -r— r voor uzziO. Uit de formulen 

a«' 



— —i^Zflüt! en (—'\ — «(<'-~%*'o (f 

blijkt namelijk het volgende. 



-2b)p-a(a + è) 



p^a 



a} 



P0 is positief voor a>^, als^<a of j!?> is; 



voor a<3, al8j?>a is. 



«* 



Po is negatief voor tf>5, als a<j!?<-r — is; 

o — « 

voor a<3, als ;?<a is. 
-p-^ IS positief voor «>2ö, als p<a of »>— ^ — Jr— is; 

voor 25>«>d, als^<a is; 
voor 5>a, alsjp>fl is. 

j IS negatief voor a>2d, als a<^<-^ — —^ is; 



voor 25>a>d, als^>a is; 
voor 3>«, alsj?<a is. 

Dit overzicht stelt ons in staat om voor ieder bijzonder geval na 
te gaan , of de begintop positief of negatief is , d. w. z. of hij concaaf 
of convex is naar de z^'de van het gemeenschappelijk raakpunt Aq 
van de cirkels K en K\ .en tevens, of hij een ma^miMm'' of een 
minimumtop is. Zoo zijn voor a>5 en jE?<a, maar ook voor a<d 
en^>a, d. i. voor verlengde uitwendige (figuur 6* — 10) en voor ver- 
korte inwendige hypocyclmden (figuur 11 — 14) de begintoppen steeds 

poHiieve minima ^ omdat dan altijd Po en t— ^ beiden positief z^n. 

Voor a<5 enjp<a echter, dus voor verlengde inwendige hypocycUn- 

den (figuur 11 — 14) zijn zij negatieve minima^ omdat zoowel Pq als 

d^p 

-7-j negatief is. De verkorte uitwendige hypocycloïden (figuur 6 — 10) 

au 

vormen, zoo zij een buigpunt hebben, steeds een negatieven minimum- 

tcp; zoo zij er geen hebben, een posiüeven maximumtopy behalve als 

a>2i en ^> — ^ — r-r- is (figuur 6 en 7, voor punten boven Q^ 

a — Tuo 

gelegen), in welk geval een positieve minimumtop ontstaat. 

Er blijft ons nog over de verschillende overgangsvormen te beschou- 
wen. Deze zijn tweeërlei. Ten eerste die, welke ontstaan, als men 
het beschrijvende punt op de grenzen plaatst, die de vorming van 
buigpunten en toppen bepalen; ten tweede, als men aan de verhou- 
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ding tusschen de stralen van. JT en Z* die waarden geeft, waarbij de 
standen yan den buigpuntscirkel en toppuntscirkel met betrekking 
tot den beschrijvenden en den richtcirkel veranderen. 

De overgangsvormen i die door de grenswaarden van p 

worden opgeleverd. 

De grenswaarden van p z^'n 

1. i? = 0. 

2. p zzia, 

8. ^ = ± r, naar gelang a'^è is. 



a(a'\'è) >. 

4. JE? = ± ^^2b * °*^ S^^^^S a^2b is. 



1. Voor p z=zO wordt de vergelijking der hypocycloïde (zie DL 
lY, blz. 50) p=:a — d; zij is dus een cirkel y die bij den aanvang 
der beweging concaaf of convex is met betrekking tot het raakpunt 

Ag, naar gelang a^h is. Het is de cirkel, dien het middelpunt 

O van den beschrijvenden cirkel doorloopt. 

2. p =.a. Deze overgangsvorm bevat de gewone hypocyclo'iden. 
De algemeene vergelijking voor p wordt voor ^ = a 

4a(a— 3) u 
P— 2a-d 2 

Uit de formulen (Dl. IV, blz. 51 tot 53), die, voor üq=iO, 
d^zzz^TF en p z=ia, overgaan in 

volgt verder 

u h 

2 2a— A 
De essentieele vergelijking der gewone hgpocycloiden is derhalve 

4a(a— ó) «• / ^ 






^■"(a^i*') 



2a-i 

Daar echter de vorm dezer krommen alleen afhangt van de verhou- 
ding a:h, willen wij deze invoeren en, bij wijze van charakteriaticaf 
door k voorstellen, waarbij steeds k^^ ondersteld wordt. De ver- 
gelijking wordt dan 

Uk{k-\) ^. / 1 \ 
p = -TTT-T- ^»» 1 ^n — T «^1 (S) 



2;fe-l 



De hypocycloïde is nu uit- of inwendig ^ naar gelang ^ ^ 1 is. 
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De standvastige factor — —^ — z—^ stelt de grootte voor van den 

kromtestraal, als of - = ^?r, dus » = t is. Deze waarde 

is positief of negatief, naar gelang ^^1 is; zoodat bij uitwendige 

hypocycloïden (figuur 7 — 10) de eindtoppen steeds met de concave 

z^den naar liet raakpunt gekeerd zi^'n, bij inwendige (figuur 11 en 

12 a) met de convexe zijden. 

to u 

Telkens, wanneer -r-z — r=« met 2t vermeerderd is, keeren 

2Ar— 1 z 

dezelfde waarden van p terug. De reeks van waarden, die p ver- 
krijgt tusschen « = 4»t en « = 4(» + l)5r, vormt eene periode der 
periodische kromme (verg. Dl. I, blz. 10). Wel is waar zal de vorm 
der lijn tusschen uiiz2yr en uzzz^tt volmaakt dezelfde zijn als 
tusschen « = O en « = 2^; maar bij den overgang van de eerste 
helft der periode tot de tweede verandert de kromtestraal van teeken; 
de beide helften zijn dus w/sl meetkundig gelijk, maar niet st el- 
kundig. Het aantal keerpunten, dat de kronmie na zekere waarde 
van V of van to gevormd heeft, hangt dus af van den duur eener 
halve periode. Nu is na de eerste halve periode 

_ a _ ^_ 2a — b /«, -.x 

u^rzzTTy » == 7 . 2t = 2^9r, w = — ttt— . 2 9r = (2Ar— Ijjt 

o AO 

geworden; en in het algemeen, na de n^^ halve periode, 
t^:=».2T, V ^ifk,2k7r, «? =« .(2Ar— 1)jt. 

Er kunnen zich thans twee gevallen voordoen, namelijk dat eene 
latere halve periode weder op de eerste valt, of wel, dat geene twee 
perioden elkaar bedekken. Zal het eerste plaats hebben,. zal dus de 
kromme lijn na n perioden gesloten zijn, dan moet v een geheel 
aantal malen 2^ worden; dus n zoo gekozen kunnen worden, dat 
nk een geheel getal is. Wanneer derhalve k zelf een geheel getal, 
d. w. z. a een veelvoud van b is , zal reeds de tweede halve periode en 
daarmede iedere volgende, op de eerste vallen; de kromme lijn ver- 
toont dan slechts eene halve periode, en heeft dus ook maar één 
keerpunt en één top; terwijl de richtcirkel k malen doorloopen wordt, 
en de raaklijn aan de hypocycloïde (2^—1) malen 180® omdraait. 

Is echter k gelijk aan de onverkleinbare breuk - , dan zal de kromme 

zich eerst na » = ^ halve perioden sluiten, en dus ook evenveel 
keerpunten en toppen vertoonen. 
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Het tweede geval, namelijk, dat geene twee perioden elkander be- 
dekken, doet zich Toor, wanneer k eene onmeetbare verhouding is. 

Op het oogenblik, dat eene gewone hypocycloïde zich sluit, neemt 
de rechte der beschrijvende punten denzelfden stand in, dien zij bij 
den aanvang der beweging had; tegelijkertijd sluiten zich dus alle 
verlengde en verkorte hypocycloïden. 

De evoluten der gewone hypocycloïden worden verkregen door ver- 
gelijking (3) te differentieeren met betrekking tot w; daar in het 

algemeen -7^ = p. i de kromtestraal der evoluut eener kromme is. 

Men vindt 

of wel, door de hoofdrichting zooveel te verdraaien, dat 



_1 . 1 

Vk 
is. 



2k-l ^ 2^-1 






Hieruit blijkt, dat de evoluut van elke gewone hypocycloïde weder 
eene gewone hypocycloïde is, gelijkvormig met de kromme zelve, 
maar van (2^ — l)-maal kleinere afmeting. 

Omgekeerd vindt men door integratie den kromtestraal der evoluut 
eener gewone hypocycloïde. Noemt men dezen p| , dan is 



p, = (7-45^(^-1) Co«(2T--T«7J. 



Deze zal natuurlijk weder eene hypocycloïde zijn , als (7 =: O genomen 
wordt, d. i. als de ontwinding in een top begonnen wordt. Begint 
men echter in een keerpunt te ontwinden , dan is p j z=: O voor 
to =. O en de vergelijking der involuut wordt 



p. = 8i*(A-i)5b«(^i-:^^«,). 



Uit deze vergelqking blijkt, dat deze kromme lijnen geene keerpun- 
ten of buigpunten kunnen hebben, daar p^ voor geene waarde van 
w van teeken verandert. Zij bezitten slechts toppen, en wel voor 

to ziznyr, als wanneer p| = O is; 

en «7 =(w-|-1)(2^—1)t, als wanneer p| 1= 8 5^(^—1) is. 

Er bestaat eene waarde voor k, waarbij de laatste toppen allen 
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door eenzelfde punt gaan; dat dan geen ander punt kan zijn, dan 
het middelpunt van den richtcirkel. Het geval kan derhalve alleen 
voorkomen by inwendige hypocycloïden , als wanneer Sbkfl-^k) de 
volstrekte waarde is voor den kromtestraal p|, die dan gelijk moet 
wezen aan h. Lost men k op uit 

dan vindt men * = |(2±l/2), 

dat is a=i\(l±lVZ)b. 

Deze twee waarden van a leveren dezelfde hypooycloïde, daar hare 
som gelijk b is. Z\j is afgebeeld in fig. 8, waar a = ^(l-f ■^V'2)d 
genomen is, en waarin de buitenste gestippelde lijn de evoluut, de 
binnenste gestippelde lijn de involuut der hypocycloïde voorstelt. De 
krommen zijn niet gesloten, daar- k onmeetbaar is. 

Het is hier de plaats het bewijs te leveren, dat de omhullende 
van de verschillende standen, die de rechte der beschrij- 
vende punten, gedurende de beweging van den beschrij- 
venden cirkel, inneemt, eene gewone hypocycloïde is. 

Hiertoe merken wij in de eerste plaats op, dat elk punt, dat on- 
veranderlijk met den beschrij venden cirkel verbonden blijft, op ieder 
willekeurig oogenblik eene snelheid heeft, loodrecht op de lijn, die 
dat punt met het raakpunt A der beide cirkels JT en iT verbindt 
(fig. 4). Dit geldt dus ook voor alle punten van de lijn PC, die 
eenig beschrijvend punt P met het middelpunt C van den beschrij- 
venden cirkel X vereenigt, en die by den aanvang der beweging 
tevens door het middelpunt C van den richtcirkel ging. Het eenige 
punt nu, dat op elk oogenblik zich beweegt langs PC, en dat der- 
halve de kromme lijn beschrijft, waaraan PC steeds raaklijn is, is 
het voetpunt Q der loodlijn, uit A op PC neergelaten. Bij gevolg 
is de omhullende van de lijn PC tevens de meetkundige plaats van 
de voetpunten der loodlijnen, uit de punten, waar K en JT elkander 
achtereenvolgens raken, op PC neergelaten; en haar krommings- 
middelpunt O ligt op die loodlijn of op het verlengde daarvan. 

Zij thans (figuur 4) A^ het raakpunt van K en K' hij het begin 
der beweging; dan is Afi* de aanvangsstand der lijn PC, en dus 
PLAq =: «? de hoek, dien deze lijn gedraaid is. Maar 

^A,C'A = t? en Z.PCA = w; 

dus fp = t? — «, 

en dfozzzdv — dn. 
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dat wil zeggen: de hoeksnelheid der lijn FC is gelijk aan het ver- 
schil der draaiingssnelheden Tan A om C' en van A om C. Stelt 
dus AB de lineaire snelheid voor van A, dan is de hoeksnelheid, 
waarmede PC om Q draait, 

AB_AB 

AC' AC* 

Ontbinden wij AB in AF langs, en AG loodrecht op AQ; en 
merken wij op, dat de hoeksnelheid van AQ om O dezelfde is als 
de hoeksnelheid van PG om Q, daar deze lijnen steeds loodrecht op 
elkander blijven; dan moet 

AG _ AB AB 

AO""AC AO 

zijn. Maar A G =i A B Sin u ; 

AO = AQ + p=:AO^»« + p, 

als p den kromtestraal QO beduidt; 

AC'=5; 

AO=a. 

De substitutie dezer waarden geeft 

Sittu a—b 

aSinti^p ab • 

waaruit p == -i -— ^ Stnu, 



of ^ = 



_«(25-.a)^._ 



a-b 



iJr,-)-' (4) 



j i a a^-b 

omdat w =©—« = -« — «zzi u , 

b b 

en dus u = w 

a^b 

is. 

De meetkundige plaats der punten Q is dus eene kromme lijn 
van den vorm 

p =imSinfAWy (5) 

dat is altijd eene gewone hypocycloïde; want men kan steeds de 
stralen a' en 1/ vinden van twee cirkels, zoodanig, dat de vergelij- 
king overgaat in 

_ 4y^'(^-i) „. e 1 \ 
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waarin h' = j-, is. Daartoe moet in het algemeen 



= /t« en — . ,/ _ — ' z=,m. 



01 * = -7; — en h = ' r 

2/te l-/t«» 

zijn. Maar de fector /k bepaalt uitsluitend den yorm der lijn, de 

standvastige m heeft alleen inyloed op de afmeting. Wordt derhalre 

slechts aan de eerste dezer twee voorwaarden voldaan, dan verkrijgt 

men eene hypocycloïde, die gelijkvormig is met de kromme (5). 

Voldoet men echter bovendien aan de tweede, dan zal zij er 

gelijk- en gelijkvormig mede zijn. In de door ons gevonden 

vergelijking (4) is nu 

b o(2* — a) 
fA = ; en mz^ — ^ ;— . 

Wij vinden dus in de eerste plaats 

25 b 

Wanneer derhalve in figuur 4 langs denzelfden richtcirkel . k* een 
beschrijvende cirkel rolt, waarvan de straal gelijk ^AO is, dan 
brengt deze eene gewone hypocycloïde voort, die gelijkvormig is met 
de kromme, waaraan PO steeds raaklijn is. Wil men de hypocy- 
cloïde hebben, die ook gelijk is aan deze kromme, dan is de straal 
van den richtcirkel niet meer willekeurig, maar gelijk aan 

Na substitutie der waarden voor fA en m, vindt men echter 

hetgeen aanduidt, dat de straal b' van den richtcirkel even lang 
moet zijn als AC'. De zoo even beschreven hypocycloïde blijkt dus 
gelijk- en gelykvormig te zijn met de kromme (4). 

De negatieve toestand van b* en — daar k' positief is — dus ook 
van af heeft noch op den vorm, noch op de grootte, maar alleen op 
de ligging betrekking, die op de verkregen uitkomst natuurlijk geen 
invloed heeft. 

Daar twee beschrijvende cirkels, waarvan de som der stralen gel^'k 
is aan den straal des richtcirkels, dezelfde hypocycloïde beschrijven, 
kan men a! even goed gelijk nemen aan 5 — J a. Nu kan 3— | a = a of 
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« = |« 
zijn. In dat bijzondere geval zullen de beschrijvende cirkel en de 
rechte der beschrijvende punten dezelfde gewone hypocycloïden op- 
leveren. Men ziet de verwezenlijking van dit geval in figuur 12 a, 
waarin de kromme A^A^r de omhullende is van de rechte lijn PC; 
en deze omhullende is gelijk en gelijkvormig met de gewone 
hypocycloïde, door den cirkel K beschreven. Maar beide krommen 
liggen ter weerszijden van de lijn AoC'. 

3. p=.± j, naar gelang a^A is. De vergelyking dezer 

verlengde hypocycloïden, in de figuur 6 — 14 door het punt P^ be- 
schreven, is 

^~ (a'-b)(2a-b)(lZfCo8u) ' 

Voor Cos « = ± 1 wordt p = oo , dat is dus bij uitwené^e hypo- 
cycloïden voor « = O, bij inwendiffe voor « =i ?r. Deze waarde 
van p ontstaat door het samentreffen van het buigpunt met den be- 
gintop of met den eindtop. Dat hierbij de topvorm blijft bestaan, 
is reeds duidelijk uit eene meetkundige beschouwing. Bovendien 
blijkt het uit de stelkundige formule, daar p door oo heen niet van 
teeken verandert. 

Is a > ^^ ( V 3 + 1), dan vormt, gelijk vnj reeds zagen , Pq een mid- 

dentop, waarin de kromtestraal een minimum bereikt. Is a<^5( V 3+l)> 
dan blijft de kromtestraal afiiemende tot in den eindtop. 

4. i? = ih — ZTsV » naargelang «^ 25 is. De vergelijking de- 
zer verlengde hypocycloïden, in de figuren door het punt Q^ be- 
schreven, is 

_ a{a-h) V95H2(g-25)(g + 5)(iq:a?g«) * 

^""^(a~25)(2a-5)* 3iH(«-25)(a+i)(iq=(7osw) ' 

waarin de bovenste teekens gelden voor a"^ 2h, de onderste voor 
a<25. Deze krommen hebben al of niet een buigpunt, naar gelang 

a^^5(\/M 1) is. 

_ . öj (a -j- 5) - _ . _ 

Daar j? = ± t-^- de grenswaarde is voor de vormmg van 

middentoppen , zoo zal , voor a > 2 5 , u = 0, en , voor a < 2 5 , 
« = T een top opleveren , die als het ware ontstaat door de samen- 
smelting van twee op elkander volgende toppen, waarvan steeds de 
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eene een maximum- de ander een minimumtop moet zijn, omdat 
tusschen die twee toppen geen buigpunt gelegen is. Be vraag is nu, 
of door deze vereeniging een maximum- of een minimumtop tot 

stand komt. Het teeken van (^-4) ^^ ^^^ hieromtrent niet vol- 
komen inlichten , daar het voor p = -^ — ^ verdwijnt. Voor 

p = gj. echter , dus als a < 2 A is , wordt het negatief voor 

a'^bf podHe f Yoor a<5: terwijl in dat geval 

_ ^ a(a—l,)(2a — by 

^^ ~ (a — 2b)(2a^ — Zab — b*) ~ 

a(a—b)(2a—b)^ 



wordt. Dus is 

Po positief, als a"^ ^b(\ S-\-l) is: maximumtop; 
negatief, als \b( yf3-\- 1) > a> A is : minimumtop ; 
positief als 5 > a is : minimumtop. 

In het eerste geval heeft de kromme geen buigpunt; dus moet de 
eind top, waarmede de middentop samensmelt, een minimumtop zijn. 
lii het tweede en derde geval heeft de kromme wel een buigpunt; 
dus levert de vereeniging der beide toppen wederom een minimumtop op. 

Gemakkelijker evenwel, en tevens alle gevallen omvattend, is het, te 

onderzoeken, of voor waarden van u, die zeer weinig van O en tt 

verschillen, p grooter of kleiner is dan p^^. Voor u zeer nabij O is 

de waarde van 

(a-2i)(«+5)(l-Cb«tt) 

en, voor u zeer nabij tt, de waarde van 

{'itb-'a){a-\-b)[l + Cosu) 

zeer klein , bijv. = ^ ; en het is slechts de vraag of 



(9^*±_2^ l^ib^y 



positief of negatief is. Men vindt na ontwikkeling 

27A'±8^ 

d. i. steeds eene positieve waarde; p is dus in alle gevallen toene- 
mende, m. a. w. de vereeniging van den middentop met den begin top 
of met den eindtop levert steeds een minimumtop op. 

2 
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11. De overgangsvormen ^ die door de grenswaarden - 



worden opgeleverd. 



De grenswaarden van - zijn 



1. T = 



a 


ZZZ oo. 




ï 






a 








— 2. 




6 






a 
ó 


= ^(V1 


i+1). 


a 








= 1. 




ó 






a 


, 




6 


y. 





2. 



3. 



4. 



d 
1. -=00 (figuur 6). Als a = 00 is, wordt de beschrijvende 

cirkel eene rechte lijn. De kromme, door eenig punt dezer lijn be- 
schreven, wordt gewoonlijk niet tot de cycloïdalen gerekend, maar 
uitsluitend als involuut van den cirkel beschouwd. Wij zullen haar 
dan ook zoo blijven noemen, maar aan deze benaming eene ruimere 
beteekenis geven en van ve9*lengde en verkorte cirkel-involuten spre- 
ken, wanneer het beschrijvende punt niet op, maar buiten de 
beschrijvende lijn gelegen is, hetzij dan aan dezelfde zijde als de 
richtcirkel, hetzij aan de andere zijde. 

De voor de hypocycloïden gevonden vergelijking kan op dit geval 
niet van toepassing gemaakt worden. "Wij keeren daarom terug tot 
de algemeene vergelijking der cycloïdalen 

^~ (B''E)r^RR'Cosci' 
en stellen daarin jB = oo en Itfz=ió, waardoor zij overgaat in 



r» 






r-\- 6 Cos et 

In plaats van den boog u voeren wij de daarmede overeenkomende 
lengte l in van het gedeelte der wentelende rechte lijn, dat, sedert 
het begin der beweging, met den richtcirkel in aanraking geweest 
is; en, in plaats van den afetand p van het beschrijvende punt tot 
het middelpunt des beschrijvenden cirkels, den afstand q van het 
beschrijvende punt tot het raakpunt bij den aanvang der beweging. 
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Deze grootheid q, die dus de plaats bepaalt van het beschrijvende 
punt, nemen wij positief, als dit punt aan dezelfde zijde vau 
het raakpunt ligt als de richtcirkel, negatief, als het aan de an- 
dere zijde gelegen is. In figuur 5 bijv. stelt C' het middelpunt 
voor van den richtcirkel, A^ het raakpunt bij het begin der bewe- 
ging, en P het beschrijvende punt; zoodat A„A = Z, A^V =z q, 
PA = r en LPAC'=a is. Men vindt terstond 

r* = Z* + g* en Cosa = - • 

r 

Substitueert men dit in de vergelijking, dan komt er 

^ i' + q'+óq' 

De poolvèrgelijkingen van den buigpunts- en den toppuntscirkel 
worden 

r + Il Cos a =1 O en r-\-Z6Co8a =.0; 

dus is de middellijn van den eersten steeds gelijk eenmaal, die des 
tweeden steeds gelijk driemaal den straal van den richtcirkel. Beide 
cirkels liggen altijd aan de andere zijde der raaklijn als de richt- 
cirkel (figuur 6). Voert men ook in deze vergelijkingen de groot- 
heden Z en ^ in , dan vindt men • 

l^^q^^óqzznO en P + q^ + S6q = 0; 
waaruit 

q = -iö±yj\6^-l^ en q — '-i6±yJiö^'-l\ 

Het laatste buigpunt wordt derhalve gevormd voor l=:^6, de 
laatste middentop voor Z = y /> ; terwijl Z < ^ ^ steeds twee negatieve 
waarden voor q geeft, die buigpunten opleveren; ^<|^ steeds twee 
negatieve waarden, die middentoppen geven. Alleen verkorte cirkel- 
involuten kunnen dus buigpunten of middentoppen hebben. Ligt 

— q tusschen O en ^, dan wordt na den begintop eerst een buig- 
punt en dan een middentop gevormd; ligt — y tusschen ^ en 3/y, 
dan he^ft de kromme een begintop en een middentop; is eindelijk 

— y > 3 ^ , dan bezit zij slechts een enkelen top. Eindtoppen worden 
hier uit den aard der zaak nooit gevormd. 

Bij den aanvang der beweging is 

Uit de teekens van p^ en (^-yï) voor ^>0, 0< — y<^. 



2 



* 
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^<""$'<3^, en — y>8^, kan men opmaken of de begintop een 
maximum- of een minimnmtop is. Men zal vinden, dat alle verlengde 
cirkeli n voluten , benevens de verkorte cirkelin voluten zonder midden- 
top, een positieven miriimumtop tot begintop hebben; de verkorte cir- 
kelin voluten met een buigpunt een negatieven minimumtop; de verkorte 
cirkelinvoluten zonder buigpunt en met middentop een posiHeven ma' 
icimumtop. 

Er zijn drie overgangsvormen 3^ = 0, g'= — A en qzzi^^b. 

De eerste, y = 0, geeft de gewone cirkelin voluut, die tot vergelijking 

heeft 

p ^nl z=r 6v =i6to, 

als w de hoek is, dien de normaal der kromme, steeds raaklijn aan 

den richtcirkel, sedert het begin der beweging gedraaid is. 

De tweede, qzzz-^ö, heeft tot vergelijking 






yjp + ó^" 



In figuur 6 wordt deze kromme beschreven door het punt P^. Voor 
l z=.0 is p =: oo; maar deze waarde is een maximumtop, geen buig- 
punt, daar p niet door oo heen van teeken verandert. Voor l=it) \f^ 
ontstaat een minimumtop t. 

De derde overgangsvorm, g = — 3^, geeft 

_ yjl^ + dö^ ' 

en wordt in de figuur door Q^ beschreven. De begintop kan niet 
anders dan een minimum zijn, hetgeen bovendien blijkt, als men 
de waarde van p voor ^ = O vergelijkt met de waarde van p voor 
l gelijk aan eene zeer kleine grootheid J. 

Wij hebben in de algemeene vergelijking der cycloïdalen 72 = + oo 
gesteld ; jB = — 00 zou evenwel dezelfde uitkomsten opgeleverd heb- 
ben, ofschoon in onze voorstelling de verkregen krommen als epicy- 
cloïdaal zouden moeten beschouwd worden. Daar nu in het algemeen 
twee beschrijvende cirkels, welker stralen a, en öj zijn, dezelfde of 
gelijkvormige cycloïdische lijnen opleveren, als «1+02 = ^ is, zoo 
blijkt uit het bovenstaande, dat deze eigenschap van toepassing blijft 
op de cirkelinvoluten, als men, voor a, = c», öj = — 00 neemt. 

2. 7 = 2 (figuur 8). De vergelijking wordt 
o 

2 yJa*-\-p^'-'2apCo8u 

^~ ^a^-{-p^SapCo8u 
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De middellijn vaa den buigpuntscirkel is a = 2 ^ , die van den 
toppuntscirkel oo ; d. i. de middentoppen worden steeds gevormd op 
de gemeenschappelijke raaklijn van den beschrijrenden cirkel en den 
richtcirkel. 

De formule (2), die de betrekking uitdrukt tusschen p en den 
hoek M2> waarbij een middentop ontstaat, wordt hier 

a — jp Con «2 = O , 

waaruit Conu^ •=. - . 

V 

ledere waarde van /?> « geeft dus eene bestaanbare waarde voor 
Wj , d. i. elke verkorte hypocycloïde heeft een middentop i. 
Maar al deze middentoppen zijn reeds gevormd , als u =.-^7r is , om- 
dat, voor w> -^TT, j> negatief zou worden. 

Stelt men, in de vergelijking (3) der gewone hypocycloïden, k=.2, 

dan gaat zij over in 

2 , w 
fl iz: — 6 Sin - • 

Deze lijn is, gelijk men weet, de cardioïde. Opmerkelijk is hierbij, 
dat de rechte lijn der beschrijvende punten hier een punt tot om- 
hullende heeft; daar de hypocycloïde, die met deze omhullende con- 
gruent is, in dit geval een beschrij venden cirkel moet hebben, welks 
straal ^a=z6 is; en voor de gewone hypocycloïde, waarvan de be- 
schrijvende cirkel en de richtcirkel gelijke stralen hebben, wordt de 

vergelijking 

p = ö. 

Uit deze opmerking vloeit de bekende constructie van de cardioïde 
voort; waarbij men, uit een willekeurig punt van een cirkelomtrek , 
snijlijnen trekt en op deze lijnen, van het punt 'uit, waar zij den 
cirkel ten tweeden male snijden, aan beide zijden de middellijn des 
cirkels uitzet. 

Gewoonlijk beschouwt men de cardioïde als epicycloïde; van deze 
moet dan de beschrijvende cirkel een straal hebben, gelijk aan 
ö-a =:^~2A = — ^. 

3. - 1= ^ ( V 3 + 1). Deze hypocycloïden zijn daardoor geken- 
merkt, dat zij of eenbuigpunt en een middentop beiden hebben, of 
geen van deze twee bijzondere punten bezitten. Zij vormen den over- 
gang tusschen de figuur 9 én 10. Voor p =z(2-\- \ S)a ontstaat 
de kromme, waarbij de begintop samensmelt met het buigpunt, en 
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tegelijkertijd de middentop met dea eindtop; zoodat de puntea Pq 
en Q.) samenvallen. 

Epicycloïden , voortgebracht door een beschrij venden cirkel, welks 

straal a' izn — J /. ( V^ - 1) is , leveren gelijke vormen op. 

4. - = 1. Voor dit geval wordt p z=z 0; de beschrijvende cirkel 
b 

kan niet langs den richtcirkel rollen; elk punt blijft op zijne plaats. 
De beschrijvende cirkel, die gelijke of geUjkvormige cycloïdische 
lijnen voortbrengt , heeft tot straal ö' = 5 — a = 0. Stellen wij nu 
in de algemeene vergelijking a = O , dan komt er p = /? , d. il ieder 
punt beschrijft een cirkel, behalve, als p = O is; waardoor wederom 
slechts een enkel punt bepaald wordt. Ook op dit geval is dus de 
stelling der gelijkvormige cycloïdische lijnen van toepassing, als men 
slechts punten en cirkels als gelijkvormige figuren beschouwt. In 
deze punten en cirkels, ofschoon schijnbaar de eenige vormen, die 
deze overgang oplevert, zijn evenwel ware cycloïdische vormen ver- 
borgen. Deze komen te voorschijn, wanneer men niet den straal a' 
van den beschry venden cirkel laat inkrimpen, maar den straal b 
van den richtcirkel onbepaald laat toenemen, waardoor even goed 

— tot O en 7 tot 1 nadert. Hierdoor ontstaan namelijk de gewone y 
b b 

verlengde en verkorte cycloïden (figuur 14) , die opgesloten zijn in de 

vergelijking 

d^ ^ p^^'it ap Cosu 
p{p^aCosu) 

p wordt 00 voor j» = O , en voor 

p-^aCosui =: 0. 

Het eerste wil zeggen, dat het middelpunt van den beschrij venden 
cirkel langs eene rechte lijn voortgaat; de tweede vergelijking behoort 
tot den buigpuntscirkel. Zsl u^ bestaanbaar zijn, dan moet 

zijn, terwijl alleen, voor Wi<^»-, p positieve waarden verkrijgt. 
Alle punten dus, tusschen het middelpunt van den beschrijvenden 
cirkel en het raakpunt gelegen, vormen een buigpunt; al deze buig- 
punten zijn echter tot stand gekomen, wanneer de beschrijvende cir- 
kel het een vierde eener wenteling volbracht heeft. 

Daar de straal van den buigpuntscirkel gelijk is aan den halven 
straal van den beschrijvenden cirkel, is het juist de buigpuntscirkel. 
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die de cycloïde beschrijft, welke de omhullende is van de rechte lijn 
der beschrijvende punten. Denken wij ons nu den beschrij venden 
cirkel K (figuur 15) en den buigpuntscirkel B tegelijk in wenteling, 
zoodat zi} de richtlijn steeds in hetzelfde punt raken; en zij op zeker 
oogenblik het punt van den beschrijvenden cirkel, dat de gewone 
cycloïde voortbrengt, in P gekomen; dan is op dat oogenblik CP 
de rechte der beschrijvende punten. Het snijpunt dezer lijn met 
den buigpuntscirkel B is het beschrijvende punt, dat op hetzelfde 
oogenblik een buigpunt vormt. Maar Q is tevens het voetpunt der 
loodüjn, uit het raakpunt A op CP neergelaten, en bovendien het 
beschrijvende punt van den buigpuntscirkel, dat de gewone cycloïde 
voortbrengt, waaraan de lyn CP raaklijn is, omdat L PC A = \ L^rnk^ 
en dus loog PA = hoog Q.A is. 

Uit een en ander vloeien de volgende eigenschappen voort. 

Wanneer twee cirkels, welker stralen zich verhouden 
als 1:2, over dezelfde rechte lijn rollen, zoodat zij deze 
steeds in hetzelfde punt raken, liggen de beschrijvende 
punten, die gewone cycloïden voortbrengen, met het 
middelpunt van den grootsten cirkel steeds op eene 
rechte lijjn, die dan raaklijn is aan de kleinste cy- 
cloïde; 

de kleinste cycloïde is de meetkundige plaats van 
alle baigpunten der verlengde cycloïden» door den 
grootsten cirkel voortgebracht, en raakt deze verleng- 
de cycloïden in hare buigpunten. 

In figuur 14 bijv. zijn drie verlengde cycloïden geteekend, die de 
gewone cycloïde, door den cirkel B beschreven, in hare buigpunten 
b raken. CQ is een stand van de rechte der beschrijvende punten; 
zij raakt de gewone cycloïde k^bhh en tevens de verlengde cycloïde 
QöQQ^r ^^ Q» ^^ Y^xA, tegelijk het buigpunt dezer kromme is. 

De vergelijking van den toppuntscirkel T is 

r—\ a Coaa = O, 
of 2p^ —a^ — ajpCo8u^ =^0; 

waaruit Co8Ui= -^ , 

ap 



a Cosu^ ±a V Cos'^Ui + 8 



en i>= ^ 



De toppuntscirkel heeft dus eene middellijn gelijk |<z, en ligt aan 
dezelfde zijde van de richtlijn als de beschrijvende cirkel. 
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'M 2 is élechts bestaanbaar, als 

is, en zal =^7r zijn, naar gelang p = ^a\ 2 is. Het punt, dat 

op een afstand ^aV^ van O verwijderd is, vormt dus zijn midden- 
top na het vierde gedeelte eener wenteling. 

u^ heeft geeue grenswaarde; in eiken stand yan den beschrij ven- 
den cirkel komt dus een middentop tot stand, maar ook slechts één. 

Daar ya<j?<a moet zijn, om eene cycloïde te verkrijgen, die 
zoowel een buigpunt als een middentop heeft, zal ook steeds 

p 2o* — a* ^ 

Costti zz: - > -^ = CoêUi 

a ap 

zijn, zoodat altijd eerst het buigpunt b en daarna de middentop t 
tot stand komt. 

Onderzoeken wig thans nog de begintoppen. Men zal vinden 



Po = 'rr^ — ; en 






Yoor p^a, d. i. voor punten, tusschen C^ en A^ gelegen, is dus 
de begintop een negatief minimum; voor p^a^ dus voor alle ver- 
korte cycloïden, een positief minimum; — gelijk te verwachten was. 

De overgangsvormen zijn 

j? = 0, waardoor, gelijk reeds opgemerkt is, de rechte lijn Po^^^r 
beschreven wordt. 

jp = ^ flf, dat is de lijn QoQQ^i welker vergelijking 

a VB— 4(7o«w 

''~2(l-2(7o««) 

is. Het buigpunt ontstaat, als Co8uz=.\ is, dus na het een zesde 
eener wenteling. De middentop smelt hier samen met den eindtop. 
js? = a, de gewone cycloïde, waarvan de vergelijking gevonden 
wordt, door in vergelijking (3) bkzzza en ^ = 1 te stellen 

6. T = 1 (figuur 13). Stelt men in de vergelijking der hypocy- 
cloïdén & = 2a, dan komt er 

\ a^-i-p^ — ZapCosu 

"" p^—a^ 

Hierin kan de hoek u door den hoek ic vervatigen worden. Uit 
de algemeene betrekking 
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(Dl. IV, blz. 36) volgt namelijk voor de verlengde hypocycloïden 

to = !? + «, 

voor de verkorte «? == r -f a — ?r ; 

daar voor de eersten «^ = O en voor de laatsten «^ = t is. In 
het algemeen is dus 

ziz'Sinw zziSinv. Co8x-\'Cö8v .Sinu. 
Maar ^^^^gzP^^ a-pCosu _ 

^ pSinu pSinu 

'* \a* +p^-2ajpCo8u 

Deze waarden substitueerende in de ontwikkeling van ■±:Sinfv, 
verkrijgt men na herleiding 

\ (p — 0)^ + 4! ap Sm* ^u 

(o— a)* Sin* to 
waaruit Sin* ^u= , . ' . örr" . 

Stelt men deze waarde in de formule voor p, na daarin Cosu door 
l — ZSin* ^ u vervangen te hebben, dan komt er, na behoorlijke her- 
leiding, 

(p^ay(p'a)* 



P=± 



•8 > 



yJ(p-\'ayCos*to-\-(p-aySin''fo 

waarin het bovenste teeken voor verkorte, het onderste voor verlengde 
hypocycloïden gebruikt moet worden. 

Deze vergelijking moet de essentieele vergelijking der ellips zijn; 
want het is bekend, dat alle hypocycloïdische üjnen, voortgebracht 
door een beschrijvenden cirkel, welks straal de helft is van dien des 
richtcirkels, ellipsen zijn. 

Om ons hiervan nader te overtuigen, zullen wij de essentieele ver- 
gelijking der ellips afleiden uit de vergelijjking in rechthoekige coördi- 
naten , als de oorsprong in een der toppen ligt. Deze vergelijking is 

m 

als m de halve groote en n de halve kleine as beteekent. 

Noemen wij to den hoek, dien de raaklijn in eenig punt der ellips 
maakt met de raaklijn in den oorsprong, dat is met de ordinaten- 
as, dan is 
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dy 
De bekende formule voor den kromtestraal, 






v/'+©' 



d^ 
wordt dus eenvoudig 



? = 






dx"^ 
Nu heeft mèn, de ellipsvergel^king tweemaal differentieerende, 

Cotgw = - • -- , 

»* \j2mx-x" 

d* y mn 

en - v^ = . ^ . 

»« \2mx-x^ 

Door eliminatie van a? en -7-7- tusschen de laatste drie verffclii- 

dx^' ^ ^ 

kingen, vindt men ten slotte, na herleiding, 



P = 






welke vergelijking overgaat in de straks gevonden vergelijking onzer 
hypocycloïden , door m=:p'\-a en nzzzp-^a te stellen. 

De vraag ligt voor de hand, welke is de oorzaak, dat deze hypo- 
cycloïden geene buigpunten en geene middentoppen hebben? De 
verklaring hiervan is gemakkelijk te geven. De middellijnen van 
buigpunts- en toppuntscirkel worden , voor ^ = 2 a , 

=z2a en -r-. = 2a; 



b—a ib-a 

dus beiden gelijk aan de middellijn van den beschrijvenden cirkel. 
Maar deze snijdt de rechte der beschrijvende punten steeds in het 
punt, waarvoor pz=La is; dat is het punt, dat de gewone hypocy- 
cloïde beschrijft. Deze moet dus in elk harer punten tegelijkertijd 
een buigpunt en een middentop vormen; d. i, in elk punt moet haar 
kromtestraal oneindig groot zijn. Inderdaad is, gelijk men weet, 
deze gewone hypocycloïde eene reckie lijn. De vergelijking (3) wordt 
dan ook , voor kz=i\. 
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p = oo. 

De rechte der beschrijvende punten heeft tot omhullende de hypo- 
cycloïde, waarvoor kz:^\ of ook =| is; de rergelqking dezer 
kromme is dus 

12. Overzicht der verschillende vormen van cycloïdische lynen. 

Wij zullen eindigen met een overzicht van de verschillende vor- 
men, die wij besproken hebben. Wij zullen daarbij vooral nagaan» 
hoe de eene vorm in den anderen overgaat, en laten daartoe de ver- 
houding A^ió van -f ^» ^0^' ^ : ^ heen, tot — oo veranderen. 

1. - = 00. drkelinvoluten (figuur 6). De beschrijvende punten, 
o 

die beneden Aq liggen, vormen verlengde cirkelinvoluten, met een 
positieven minimumtop als begintop. Deze top is kleiner, naar- 
mate het beschr\jvende punt hooger ligt, en gaat over in een 
keerpunt, als het in A^ gelegen is, en dus de gewone cirkelinvo* 
luut voortbrengt. De punten tusschen Ag en Y^ geven verkorte 
cirkelinvoluten met twee toppen en een buigpunt, te weten 
1. een negatieven minimumtop, die steeds grooter wordt; 2. een 
buigpunt f dat zich aanvankelijk meer en meer van dezen begintop 
verwijdert, naarmate het beschrijvende punt hooger ligt, om echter 
daarna weder tot dien top te naderen, en eindelijjk er mede samen 
te smelten tot een maximumtop met oneindig grooten straal; 3. een 
positieven minimumtop , die zich steeds verder van het buigpunt ver- 
wijdert. 

Thans volgt het gedeelte PqQo» waar zich de punten bevinden, 
die verkorte cirkelinvoluten voortbrengen met twee toppen zonder 
buigpunt. De begintop is door oo heen van teeken veranderd, en 
dus positief en tevens maximumtop geworden. De middentop is 
minimumtop gebleven. De afstand dezer beide toppen blijft nog 
eenigen tijd toenemen, maar daarna naderen zij vr\j snel weder tot 
elkaar; terwijl de eerste af- en de tweede toeneemt, smelten zijj ten 
slotte in Qo samen tot een positieven minimumtop. 

Punten, die boven Qo liggen, brengen verkorte cirkelinvoluten 
voort, die slechts een begintop hebben, en dat wel een positieven 
minimumtop, die grooter is, naarmate het beschryvende punt hooger ligt. 

Wanneer men bij eiken stand van de beschrijvende lijn K de snij- 
punten .bepaalt van de rechte der beschr^'vende punten met den 
buigpuntscirkel en met den toppuntscirkel, verkrijgt men de meet- 
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kundige plaatsen van alle buigpunten en van alle middentoppen. 
Deze meetkundige plaatsen zijn in deze, even als in de overige 
figuren^ door stippellijnen aangewezen. Wegens de peer vorm ige 
gedaante, die zij veelal bezitten, zullen wij ze kortweg peren noe- 
men. In figuur 6 heeft de 'peer der middentoppen een veel grooter 
buik dan de peer der buigpunten, 

a 

2. <»>7>2. Uitwendige hypocycloïden met buitenwaarts 

o 

gelegen toppuntscirkel. Figuur 7. Terwijl bij de cirkelin- 
voluten de kromtestraal van den begint op, of, zoo die er is, van 
den middentop af, onbepaald blijft toenemen, wordt bij deze en 
alle volgende cycloïdische lijnen nog een eindtop gevormd, als 
de beschrijvende cirkel eene halve wenteling volbracht heeft. De 
eindtop is hier steeds een positief maximum. In het bestaan van 
dezen eindtop ligt dan ook het kenmerkend onderscheid tusschen 
deze hypocycloïden en de cirkelin voluten ; de begintoppen, buigpun- 
ten en middentoppen leveren dezelfde verscheidenheden op. Maar, 
terwijl bij de cirkelin voluten de middellijn van den buigpuntscirkel 
steeds eenmaal, en die vanden toppuntscirkel steeds driemaal den 
straal van den richtcirkel is, worden deze middellijnen thans groo- 
ter en nemen toe, naarmate de beschrijvende cirkel kleiner wordt. 
De middell^n van den buigpuntscirkel nadert tot die van den richt- 
cirkel; de middellijn van den toppuntscirkel groeit onbepaald aan. 
Hiermede gaat gepaard eene vormverandering van de peren der buig- 
punten en der middentoppen. Zij nemen beiden toe in lengte. Ter- 
wijl echter de wentelingshoek, waarbij het verst afgelegen buigpunt 
gevormd wordt, steeds kleiner bljjfl dan Bg^n\ =19^15' nage- 
noeg, is de limiet, waartoe de wentelingshoek nadert, die den laat- 
sten middentop levert, 90°. De peer der middentoppen zet zich dus 
zoowel in lengte als in breedte onbepaald uit. 

3. - = 2. Cardioïdische Ijjnen, Figuur 8. De middellijnen 

van den buigpunts- en van den toppuntscirkel hebben hare straks 
genoemde limieten bereikt. De eerste wordt namelijk gelijk aan de 
middellijn van den richtcirkel, zonder dat daardoor echter de peer 
der buigpunten eene in het oog vallende vormverandering ondergaat. 
De toppuntscirkel is echter rechte lijn geworden, en dientengevolge 
blijft de peer der middentoppen ongesloten. Terwijl namelijk, bij het 
kleiner worden van den beschrij venden cirkel, steeds meer punten in 
staat gesteld werden , om een middentop te vormen , kunnen dit thans 
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alle punten, die verkorte cardioïden voortbrengen. De peer der 
middentoppen wordt daardoor eene kromme lijn, die de richting der 
gemeenschappelijke raaklijn, bij het begin der beweging, asymptotisch 
nadert; want de grenswaarde van den wentelingshoek u, waarbij de 
laatste middentop gevormd wordt, is 90®; en, wanneer de beschrij- 
vende cirkel het een vierde eener wenteling volbracht heeft, is de 
gemeenschappelijke raaklijn evenwijdig met hare oorspronkelijke rich- 
ting en tevens met de rechte der beschrijvende punten. 

Alle verkorte cardioïden hebben dus een hegintop^ een middentop 
en een eindtop, 

4. 2> 7 > 1. Uitwendige hypocyclmden met binnenwaarts 
o 

gelegen toppuntscirkel. Figuur 9 en 10. De peer der mid- 
dentoppen kromt zich nu benedenwaarts, hetgeen ten gevolge 
heefl, dat, bij de hypocycloïde QoQQ/ri de middentop met den 
eindtop Q^^ in plaats met den begintop Qg samensmelt tot een mi- 
nimumtop. De verkorte hypocycloïden , die zoo min een buigpunt 
als een middentop hebben, behouden dus. een maximumtop als be- 
gintop, en verkrijgen een minimumtop als eindtop, in tegenstelling 
met de figuren 6 en 7, waar juist het omgekeerde plaats had. 

Terwijl de straal van den beschrijvenden cirkel tot dien van den 
richtcirkel nadert, neemt de toppuntscirkel in omvang af, ofschoon 
zijn middellijn steeds grooter blijft dan driemaal den straal van 
den beschrijvenden cirkel. De peer der middentoppen wordt dus tot 
op zekere grens steeds korter. 

De middellijn van den buigpuntscirkel blijft echter toenemende, en 
dat wel zonder grens. De peer der buigpunten wordt daardoor on- 
bepaald langer. 

Volgt men de verlenging van de peer der buigpunten en de ver- 
korting van de peer der middentoppen, terwyl de straal van den 
beschrijvenden cirkel van %b tot 5 afneemt; dan blijkt het, dat in 
den aanvang (figuur 9) nog steeds de hypocycloïde PoPP^, waarbij 
het buigpunt met den begintop samensmelt , binnen de hypocycloïde 
QoQQ/r» waarbij de middentop zich met den eindtop vereenigt, gelegen 
is, ofschoon de strook tusschen beide krommen hoe langer hoe smaller 
wordt. Als a nagenoeg = 1-n^ wordt, verdwijnt deze strook; buig- 
punt en middentop blijven tegelijk weg. En van nu af (figuur 10) 
ligt Pq boven Q^; er worden gepne hypocycloïden meer beschreven, 
die wel een middentop en geen buigpunt hebben; daarentegen ont- 
staan er nu hypoaycloïden zonder midd^entop en met buigpunt. 
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5. - = 1. De overgang van uitwendige tot inwendige hypocy- 



cloïden gaat met belangrijke veranderingen gepaard. Deze verande- 
ringen zijn gemakkelijk te overzien, als men bedenkt, dat zij allen 
uit dezelfde oorzaak voortspruiten. Men herinnere zich slechts, dat 
de hoek, dien de rechte der beschrijvende punten, bij eenigen stand 
van den beschr^* venden cirkel, van den aanvang af gedraaid heeft, 
gelijk is aan den boog v van den richtcirkel, waarover het raakpunt 
zich verplaatst heeft, verminderd met den wentelingshoek u van den 
beschrij venden cirkel. Voor u =i7r is dus die hoek 

omdat in het algemeen t? = r- w is. Terwijl dus a van oo tot ö 

afneemt, wordt de hoek, gevormd door de rechte lijn, waarop alle 
eindtoppen liggen, en de lijn, waarop zich alle begintoppen bevin- 
den, steeds kleiner. Maar tusschen deze beide lijnen (in de figuren 
9 en 10, CqP(, en Gj^T^f) liggen zoowel de hypocycloïden zelve, als 
ook de peren der buigpunten en der middentoppen. Deze nemen 
dus onafgebroken in breedte af. 

De overgang van uitwendige tot inwendige hypocycloïden bestaat 
nu hierin; de draaiingssnelheid van de rechte der beschrijvende pun- 
ten wordt kleiner, naarmate de straal van den beschrijvenden cirkel 
tot dien van den richtcirkel nadert; op het oogenblik, dat beide 
stralen gelijk zijn, is die snelheid nul; wordt de straal van den 
beschrijvenden cirkel kleiner dan die van den richtcirkel, dan gaat 
de rechte der beschrijvende punten in tegenovergestelde richting 
draaien. Maar op het oogenblik, dat de beschrijvende punten zich 
niet bewegen, worden er ook geene hypocycloïden beschreven; de 
lijn der eindtoppen en de peren der buigpunten en der middentop- 
pen vallen samen met de lijn der begintoppen, om echter daarna 
aan de andere zijde van deze weder te voorschijn te komen. 

6. 1>T>^. Inwendige hypocycloïden, welker buigpunts- 

en toppuntscirkel grooter zijn dan de beschrijvende cir- 
kel. Figuur 11 en 12 a. Bij den zoo even besproken overgang 
is tevens de middellijn van den buigpuntscirkel door oo heen van 
teeken veranderd, gelijk dit vroeger geschied is met de middellijn 
van den toppuntscirkel. Van nu af aan lost zich dus het buigpunt 
op in den eindtop, in plaats van in den begin top. Alle verkorte 
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hypocycloïden bannen duardoor thans met een ponHeven mimmum- 
iop. De buigpuntscirkel , en daarmede de peer der buigpunten, 
neemt in omyang af, maar blijft toch steeds grooter dan de top- 
puntscirkel, welks middellijn al dadelijk kleiner is dan Ij^-maal den 
straal des richtcirkels. 

Klimt men dus, van A^ af, langs de rechte der beschrijvende 
punten op, dan ontmoet men eerst punten, die na den begintop een 
buiffpunt vormen, daarna een negatieven minimum' en ten slotte 
een negatieven nummumtqp. Maar spoedig smelten deze beide top- 
pen in Q^ tot één negatieven ndnimumtop samen, zoodat punten bo- 
ven Qq nog slechts een huigpunt leveren. Eindelijk vloeit ook in 
P^ het buigpunt met denzelfde eindtop ineen tot een positieven ma- 
ximumtop met oneindig grooten straal; en alle overige verkorte 
hypocycloïden hebben slechts een begintop en een eindtop. 

Zoowel van den buigpunts- als van den toppuntsoirkel nadert de 
middellijn tot den straal van den richtcirkel, of, wat hetzelfde is, 
tot de middellijn van den beschrij venden cirkel, als limiet; beide 
cirkels zullen dus achtereenvolgens binnen den richtcirkel dringen, 
en wel eerst de toppuntscirkel, voor a = * A (figuur 11), en later 
de buigpuntscirkel, voor a-=i\b (figuur 12 a), Hiermede overeen- 
komstig sluiten de peren der buigpunten en middentoppen voortdu- 
rend nauwer om den richtcirkel; in figuur 11 vloeit de peer der mid- 
dentoppen met den riditcirkel samen, om daar binnen verder in te 
krimpen; in figuur 12 a geschiedt hetzelfde met de peer der buigpunten. 

7. 7=4. Ellipsen. Figuur 13. De afstand tusschen mid- 



dentoppen en buigpunten is allengs kleiner geworden; en tegelijker- 
tijd wordt de band van hypocycloïden, die deze punten bezitten, 
smaller; tot dat, voor a = ^^, de middentoppen met d'e buigpunten 
samenvallen, en alleen de gewone hypocycloïde in het bezit is van 
deze punten, die haar echter tot eene rechte lijn maken. Alle an- 
dere hypocycloïden hebben slechts een begin- en een eindtop, en 
verkrijgen den ellipsvorm. 

8. T>7>0. Intcendige hypocycloïden, welker buigpunts- 



en toppuntscirkel kleiner zijn, dan de beschrijven- 
de cirkel. Figuur 12 ^. Deze hypocycloïden leveren dezelfde 
vormen op, als de inwendige hypocycloïden, welker buigpunts- en 
toppuntscirkel grooter zijn, dan de beschrijvende cirkel b\ want, 
terwijl a van ^ 5 tot O afneemt, groeit ó — a van \b ioi b aan. 
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Stellen wij ons nu voor, dat over denzelfden richteirkel K (figuur 
12 <ï en ^) twee beschrijvende cirkels K rollen, welker stralen a en 
c!-=.b — a zijn; dan weten wij, dat twee beschrijvende punten, die 
gelijkvormige krommen zullen voortbrengen, zooals de punten Pg, 
Qo, Rq in de beide figuren, voldoen moeten aan de voorwaarde 

pp = aa , 
als p en p' de afstanden zijn van de beschrijvende punten tot de 
middelpunten der beschrijvende cirkels, waartoe die punten behooren. 

26— a b^a 



Terwijl dus p van O af, door de waarden a, 



heen, tot co aangroeit, neemt p van oo, door a, -r-- j y r -, 

éoO'^a o — a 

tot O af. Hieruit blijkt, dat, zoodra de straal van den beschrij ven- 
den cirkel kleiner wordt dan de halve straal van den richteirkel, 
alleen verlengde hypocycloïden buigpunten en middentoppen kun- 
nen hebben, terwijl dit tot nu toe alleen met verkorte hypocycloï- 
den kon plaats hebben. Dit is het gevolg van de omstandigheid, 
dat de buigpunts- en toppuntscirkel binnen den beschrijvenden 
cirkel gedrongen zijn. Van beide cirkels naderen de middellijnen 
tot O, terwijl de peren der buigpunten en middentoppen meer en 
meer ineenkrimpen. Hierbij valt echter op te merken, dat, na den 
overgang £( = ^d, de middellijn van den buigpuntscirkel kleiner 
is dan die van den toppuntscirkel; zoodat in figuur 126 de peer 
der buigpunten weder buiten die der middentoppen komt te liggen, 
evenals in de vorige figuren, maar aan de andere zijde van de lijn 
C^A^. Een beschryvend punt, in figuur 12 a tusschen Pq en Q^ 
gelegen , ontmoet eerst de peer der buigpunten en daarna de peer 
der middentoppen, en vormt dan ook werkelijk eerst het buigpunt 
en dan deif midden top. Een beschrijvend punt, in figuur 12 6 tus- 
schen Pq en Qo gelegen, ontmoet juist omgekeerd eerst de peer 
der middentoppen en daarna de peer der buigpunten. Toch zal 
ook dit punt eer.st zijn buigpunt en dan zijn middentop moeten 
vormen, daar de gelijkvormigheid der beide krommen dit vereischt. 
Dit -geschiedt ook werkelijk, want het punt gaat, na de ontmoeting 
met de peer der buigpunten, nog eenmaal voorbij die der midden- 
toppen; en eerst bij deze tweede ontmoeting ontstaat de midden- 
top; de eerste is slechts eene toevallige snijding van de peer der 
middentoppen met de hypocycloïde. 

a 1 
9. - = — . Cycloïden Figuur 14. Terwijl a tot O nadert, ne- 
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men de middellijnen van den buigpuntscirkel en van den toppunts- 
cirkel voortdurend af, aanvankelijk de eerste sneller, dan de tweede, 
doch later minder snel, zoodat beiden tegelijk O worden, als a = 
is. Bij deze beschouwing is stilzwijgend ondersteld, dat h eindig 
blijft. Laat men echter a onveranderd en b onbepaald toenemen, 
dan naderen dezelfde middellijnen de limieten a en \a. Zijn deze 
grenzen bereikt, dan zal iedere verlengde cycloïde eerst de peer der 
middentoppen snijden, zonder echter een top te vormen; daarna 
raakt zij de peer der buigpunten (die hier zelve cycloïde is) in 
haar buigpunt; en nu zullen alleen die cycloïden, waarvan de ver- 
lenging minder bedraagt dan de halve straal van den beschrij ven- 
den cirkel, de peer der middentoppen ten tweeden male snijden, en 
daarbij een middentop vormen. 

10. - = — - < 0. Efpkyddiden Daar deze gelijkvormig zijn 

met de uitwendige hypocycloïden, kunnen wij met eenige algemeene 
opmerkingen volstaan. 

Vooreerst bedenke men, dat de positieve richting van de rechte 
der beschrijvende punten ook hier, van het middelpunt des beschrij- 
venden cirkels af, naar het raakpunt met den richtcirkel loopt; zoo- 
dat wij alleen die epicycloïden beschouwen , welker beschrijvende pun- 
ten in eene figuur, overeenkomende met de figuur 6 — 14, beneden 
het middelpunt van den beschrij venden cirkel liggen. Stellen wij 
ons nu weder voor, dat over een zelfden richtcirkel twee cirkels rol- 
len, een inwendig, met een straal fl>i, en een uitwendig met den 
straal <i :=.a — b\ en dat p en p' de afstanden zijn van twee be- 
schrijvende punten P en P' tot de middelpunten der cirkels , in welker 
beweging zij deeJen; dan zullen de beschreven cycloïdische lijnen 
gelijkvormig zijn, als 

jpjo' = aal 

is. Terwijl nu p van O, door a, en ± -^ — ■—- heen tot oo 

aangroeit, zal p van oo, door a', , en i - , , lot O afne- 

a '\- o a '\ Ib 

men ; met andere woorden, terwijl P den afstand van het middelpunt 

des inwendigen beschrij venden cirkels tot het raakpunt doorloopt, 

klimt P' uit het oneindige langs de rechte der beschrijvende punten 

op, met zoo groote snelheid, dat het met P tegelijkertijd in het 

raakpunt aankomt. Daarna heeft het omgekeerde plaats; P snelt P' 

vooruit, en verdwijnt in het oneindige, als ï' het middelpunt van 

3 
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den uitwendig beschrij venden cirkel bereikt. Ook hier zijn dus de 
verlengde epicyclöïden gelijkvormig met de verkorte hypocyclotden en 
omgekeerd. 

De middellijnen van den buigpunts* en toppuntacirkel der epicy- 
clöïden zijn gelijk 

a!b ^a'b 

en 



en liggen steeds aan dezelfde zijde van den riclitcirkel als de be- 
schrijvende cirkel. 

Altyd is -7-— <«', 

a -f" o 

d. w. z. men kan altijd uit het middelpunt van den beschrij venden 
cirkel eene raaklijn trekken aan den buigpuntscirkel , en de positieve 
richting van de rechte der beschrijvende punten snijdt den buigpunts- 
cirkel in het algemeen tweemaal. Even als bij de uitwendige hy- 
pocycloïden zijn er dus steeds twee beschrijvende punten*, die op 
hetzelfde oogenblik een buigpunt vormen. 

Daarentegen is ^ ^ <»'» 

a •x*io ^ 

naar gelang a'^h 

is. Zoo lang dus a'<3 blijft, behoudt de peer der middentoppen 
den vorm , dien zij heeft bij de hypocycloïden , waarvoor a < 2 ^ 
is. Voor a'=. 6 worden de cardioïdische lijnen gevormd ; de mid- 
dellijn van den toppuntscirkel wordt dan gelijk aan den straal van 
den beschrig venden cirkel. Voor a' > ó neemt nu ook de peer der 
toppunten den oorspronkelijken peervorm weder aan. De middellijn 
van den buigpuntscirkel nadert, b\j het toenemen van a\ tot è; die 
van den toppuntscirkel tot 3^; en zij gaan tot deze limieten over, 
voor a' =. 00; als wanneer men weder tot figuur 6 is teruggekeerd. 



DE BEGINSELEN DER LEVENSVERZEKERING 

WETENSCHAP, 



DOOIt 



DAVID J. A. SAAOT. 



Het is mijn voornemen in dit en volgende artikelen een kort, maar 
zoo volledig mogelijk samenstel te leveren van de beginselen der levens- 
verzekering-wetenschap. De behandeling der moeilijke en meer ingcr 
wikkelde deelen tot later verschuivende, zal ik beginnen met de een- 
voudigste gevallen voorop te stellen, en daarbij die methoden ter 
oplossing aan te wenden, voor wier begrip de kennis der lagere stel- 
kunde voldoende is. Door den rijkdom der stof daartoe gedrongen, 
zal ik mij in den aanvang stipt zoeken te onthouden vaA alle on- 
noodige uitweidingen, en de zaken duidelijk, maar beknopt zoeken 
voor te dragen. 

Om dit doel te bereiken, heb ik gemeend mijn werk in vier afdee- 
lingen te moeten splitsen. In de eerste zal ik mij bepalen tot het 
bespreken en oplossen van die gevallen, die het meest en het eerst 
voorkomen, en die formules gebruiken, voor wier ontwikkeling de 
hulpmiddelen der gewone stelkunde toereikende zijn. In de tweede 
zullen de meer moeilijke gevallen opgenomen , — en ook andere me- 
thoden ter oplossing van deze en van die der vorige afdeeling be- 
handeld worden. De derde afdeeling zal de hoogere deelen der we- 
tenschap bevatten, en verder alles wat in de vorige afdeelingen nog 
niet op zijn plaats zou zijn geweest. In de vierde eindelijk zal een 
terugblik worden geworpen op den afgeïegden weg, en de verschil- 
lende zaken in haar onderling verband worden beschouwd. Ook zul- 
len in deze afdeeling wetenswaardige bijzonderheden van historisclien 



Q* 



36 

en anderen aard worden opgenomen. Eigenschappen uit de diffe- 
rentiaal- en integraalrekening , en uit de analytische m^tkunde , 
zullen in deze drie laatste afdeelingen worden toegepast. 

Het blijkt, dat de door mij te volgen methode in het algemeen 
zal overeenstemmen met de wijze waarop de wetenschap zich histo- 
risch ontwikkeld heeft. De door mij te behandelen zaken zullen dus 
in eene andere rangorde komen te staan, dan in een leer- of hand- 
boek het geval zou moeten zijn. Men gelieve dit bij het oordeel 
over mijn arbeid niet uit het oog te verliezen. 

I. Afdeelingr* 

§ 1. Sterftetafel, Is een zeker aantal even oud zijnde personen 
gegeven, dan kan gevraagd worden hoeveel personen er van dit aan- 
tal telkenmale na verloop van één jaar nog in leven zullen zijn. 

Eene tafel, die het antwoord op deze vraag geeft, heet Sterftetafel. 

Tafel I is genomen naar Staat LXVIII, voorkomende op blz. 
398/399 van het Statistisch Jaarboek, 1867, en bevat de sterfte on- 
der het mannelijk geslacht, gedurende de jaren 1850.59 in ons ge- 
heele koningrijk waargenomen. 

§ 2. Aantal levenden, en aantal dooien. Onder aantal levenden 
verstaat men het aantal personen, dat volgens een gegeven sterfte- 
tafel op een gegeven ouderdom nog in leven is; en onder aantal 
dooden het aantal personen, dat telkenmale tusschen twee gegeven 
ouderdoramen is overleden. Stelt men den ouderdom door ir, het 
aantal levenden op dien ouderdom door Z,, en het aantal dooden 
tusschen de ouderdommen x en x \-\ door d, voor, dan volgen 
hieruit de betrekkingen 

Voorbeeld, Is j; = O , dan is volgens Tafel I 

1^ = 1^ = 100000, 
h^,—l, = 79021. 

rf, = ^0 = ^0-^ = 20979. 

Is X z=.\, dan is 

Z. = ^ = 79021, 
Z,^.,=/4 = 73432, 

d,^ d^=l^-l^ = 5589. 
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De beteekenis der tafel is dus deze, dat er van 100000 zoo pas 
geboren zijnde mannel^ke personen 79021 den 1 -jarigen ouderdom 
zullen bereiken; dat van deze 79021 1 jaar oud z\jnde mannelijke 
personen er 73482 den 2-jarigen ouderdom zullen bereiken, enz. 

§ 8. LevetU' en êterjïetoaarsckynlykkeden. Uit het voorgaande 
blijkt, dat van l, personen er na n jaren nog ^«^. in leven zullen 
zijn, en dat het aantal dooden gedurende die n jaren gelijk zal we- 
zen aan l^ — ^,4 ». Voor 7^ = 1 persoon van den ar-jarigen ouderdom 

komt dus -—-^ voor ^,+,, en ~ ''^' voor /, — ^,^., in de plaats. 

De breuk -y^ noemt men de kans, die een x jaar oud zijnde per- 
soon heefl, om na n jaren nog in leven te zijn. 

De breuk * *"*"' stelt de waarschijnlijkheid voor, dat dezelfde 

V 






persoon den (;r -|- 9»)-jarigen ouderdom niet zal bereiken, dat is, voor 
afloop der n jaren zal overlijden. 
Stelt men » = 1 , dan wordt 

~l. — h ' 

»jr 'ar ^H ^» 

In dit geval stellen de breuken de levens- en sterfte waarschijnlijk- 
heden met betrekking tot een enkel jaar voor; dat is -~-ï^ is de 



waarschijnlijkheid voor een persoon, die juist den ouderdom van x 
jaren heeft bereikt, om zijn (a?-|-l)^«" verjaardag te vieren; en 

1 — ^^ of — de waarschijnlijkheid , om voor dat tijdstip te over- 

lijden. 

Daar een persoon op een gegeven ouderdom of leven moet of 

moet zijn overleden, zoo vullen de breuken -y-^ en ' - *^' 

elkander steeds tot de eenheid aan. In het algemeen noemt men de 
eerste breuk de levens- ^ de tweede de sterftewaarsckynlijkheid. Is n 
niet genoemd, dan verstaat men onder levens- en sterftewaarschijn-» 
lijkheid meer bepaald de breuken 

-77 ^" —ïT-T/ 
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De breuken -^^^ en * *"*"* ■ worden kortheidshalve door ^p^ 

en ^q^, en de breuken -y*^ en -j- door p, en q, voorgesteld. Men 
heeft dus steeds dq betrekkingen 

Voorbeeld, De waarschijnlijkheid voor een ^0 jaar oud zijnd per- 
soon, om den 30-jarigen ouderdom te bereiken, is volgens Tafel I 
gelijk aan de breuk 



ly^ _ 55070 
Zjo "" 60902 



= 0,90424; 



en de waarschijnlijkheid, dat hij dien onderdom niet zal bereiken, 
dat is voor dien tijd zal sterven, is 

1-0,90424 = 0,09576. 

De levenswaarschijnlijkheid voor dienzelfden persoon is 

;,, 60322 

^ ov<^ 0,99048 , 

^jo 60902 

en de sterftewaarsch\jnlijkheid 

1-0,99048 = 0,00952. 

(Zie de q, en /?, kolom). 
§ 4. Gemiddelde lenen^duvr. Ondei; gemiddelde levensduur verstaat 
/l,c^^-^^./^v jjjgjj jjg^ gemiddeld aantal jaren, dat een persoon, van een gegeven 
/^*^u ,^A ouderdom,, volgens een gegeven sterfletafel nog te leven heeft. 

Stelt n^en den gemiddelden teveiieduur voor dooc ^», dan is 

^x= =^ ^ («), 



lx 



lx-\-\ \lx-\-\ + lx-\-z + enz. 



, +i •• • U3). 

De som der termen ^^r+i + Ix-^^x + ^x+s + enz. moet men zich voort- 
gezet denken tot den hoogsten ouderdom in de sterftetafel. De laat- 
ste term zal dus voor Tafel I steeds zyn ^, ^^, = 9,2. 

In djB vergelijking («) rekenen wij van het. begin, in de verge- 
lijking (/3) daarentegen vaa het einde des jaars af.. Deze beide 
wijzen van berekening zullen wij door de woorden praenumerando en 
postnumerando van elkander onderscheiden. De breuk | is in de 
eerste vergelijking afgetrokken en in de tweede opgeteld, omdat hier 
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ondersteld wordt, dat het aantal doodeu sdch gelijkmatig over het 
jaar verdeelt; dat is^ dat gemiddeld alle sterfgevallen in het midden 
des jaars plaats hebhea. 

Foorbeeld. Gevraagd de gemiddelde levensdaur voor een man, 
90 jaar oud. 

_ ^9 I 4* ^9 t T ^9 3 'T »9 4 T ^9 5 4* ^«6 't" ^9 7 4" ^9 «4* ^9 9 4" ^1 , | 

- . ï : T 1 — 



90 



294,5 + 189,8 + 129,9 4- 91,5 + 59,6 + S9,3 + 29,0 + 20,4 + 12,1 + 9,2 

iëp + ^'^^ 

= ^ 4 0,50 = 1,87 + 0,50 = 2,37. 

(Zie de e^ kolom). 

De gemiddelde levensdaur wordt gebruikt om de verschillende 
sterftetafels onderling met elkander te vergelijken. 

§ 5.r Gedisconteerd aantal levenden,^ Stelt men dea interest door 
i voor„ dan is de waarde van 1 , tegen samengestelden interest uit- 
gezet, na verloop van één jaar =:(l + t7* na verloop van twee jaar 
= (1 + »)*, en in het algemeen, na verloop van n jaar =(l-|-t)*. 
De tegenwoordige waarden van 1, na één, na twee,, of in het alge- 
meen , na n jaren te ontvangen , zullen dus zijn r— — -. , ,, . . ■ , of 

14-* (14-*) 

in het algemeen ^, . ., . Deze tegenwoordige waarden zullen wij 

(1-f»)" 

voorstellen door r, tr*, of in het algemeen door v'. '. ^ - 

Wij onderstellen nu, dat wij deze vraag hebben te beantwoorden. 
„Wat moeten wij va» een persoon, thans x jaar oud zijnde, ont- 
vangen, om hem na n jaren, indien hij dan in leven is, één 
gulden te kunnen ter hand stellea, wanneer wij aannemen, dat deze 
persoon blootgesteld is aaa de wet van afsterving volgens Tafel I, 
en dat de onmiddellijk belegde gelden i^l^ interest opbrengen?" 
Ware het gevraagde onafhankelijk van het leven des persoons, dan 

zou het antwoord wezen ^, , .^ . Daar wii echter: indien de per- 

(14-4" ^ 

soon nft n jaren niét in leven^ is, tot de uitkeering van één gulden 

niet gehouxlent zijn, zoo is het duidelijjk, dat de waarde, die wij' nu 

van hem te eischen hebben, eene andere en wel eene kleinere zijn zal. 

Stellen wij de gevraagde waarde voos door ,,^^, dan is, daar 

op den «-jarigen ouderdom Ij^ personen in leven zijn, onze ontvangst 

waarvan de waarde na n jaren is 



I-t ^ 
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Maar, daar wij na n jaren aan elk persoon, die van de groep 
van Ijc personen. dan nog in leven is, 1 moeten betalen, dus in het 
geheel Ix+nt zoo hebben wij de betrekking 

waaruit „^, = _t_ x ^^j^ = -j^ • 

Vermenigvuldigen wy teller en noemer der laatste breuk met o^, 
dan is 



V' l 



X 



en verkrijgen wy eene uitdrukking, die in de taal der levensverze- 
kering-wetenschap iddus gelezen wordt. 

;/De tegenwoordige waarde van een kapitaal van 1, hetwelk zoo- 
ƒ danig op het leven van een thans x jaar oud zijnde persoon verze- 

kerd is, dat het alleen dan behoeft uitbetaald te worden, wanneer 
die persoon na verloop van n jaren nog in leven is, is gelijk aan 
het gedisconteerd aantal levenden op den ouderdom a?-f », gedeeld 
door het gedisconteerd aantal levenden op den ouderdom ar." 
Men is nl. overeengekomen, om eene uitdrukking van den vorm 

»* . ^« . 

het gedisconteerd aantal levenden op den ouderdom x te noemen. Van 
welk gemak deze vorm is, zal spoedig blyken. Wij 2;.ullen de ge- 
disconteerde aantallen levenden door D voorstellen, zoodat de vol-, 
gende betrekkingen gelden: 

enz. 
Hieruit volgt, dat wy hebben 

'•^"■^dT ^^ 

Kortheidshalve zullen wy dezen vorm nu noemen : De Eenige Pre- 
mie voor eene Toekomstige Kapitaals-verzekering van 1. 

Voorbeeld. Er wordt gevraagd hoeveel de Eenige Premie zal be- 
dragen voor eene Toekomstige Kapitaals-verzekering van ƒ100, — op 
het leven van een kind van het mannelyk geslacht, thans 11 jaar 
oud; het kapitaal na 10 jaren uit te betalen. 
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Volgens Tafel II is D^ j+j o = ^21 = 26471,37 

en i>j , = 41658,97; 
zoodat de gevraagde Eenige Premie is 

100x,.^.. = 100X^=100x|^;=/68.54. 

§ 6. De Sommen van de gediscotUeerde aantaUen levenden ^ en de 
dadeljjk ingaande lijfrente. Wil men weten, welk kapitaal er noodig 
is, om aan een a?-jarig persoon onmiddell^k, en verder, zoolang hij 
leeft telkenmale na verloop van één jaar, ƒ 1, — te kunnen betalen, 
dan kan men deze vraag als volgt oplossen. 

Stellen wij het gevraagde kapitaal voor door a^., dan znllen voor 
lx personen noodig zijn l.j^ X a^. gulden. Hiervan moeten onmiddel- 
lijk worden betaald l^. gulden, waarvan de tegenwoordige waarde is 
\.lx* Na verloop van één jaar moeten, daar alsdan van de lx per- 
i(onen nog Ix-^-x in leven zijn, betaald worden Ix-^x gulden, waar- 
van de tegenwoordige waarde ii vAxj^v* Na verloop van twee jaren 
moeten, daar alsdan van de lx personen nog Z^^i in leven zijn, 
betaald worden lx^\ gulden, waarvan de tegenwoordige waarde is 
«*«^«-t-« gulden; en zoo vervolgens tot de geheele groep van lx per- 
sonen is uitgestorven. Hieruit volgt, daar de ontvangst gelijk moet 
zijn aan de uitgaven 

^x Xaj. = ?x + P .^«-1-1 +r* /x+i +»' ^x+3 + enz., 

_ lx\r>, Ixi. i + 1?* lx+% + tj» Ix^i + enz. 
of a^ = . 

^x 

Vermenigvuldigt men teller en noemer der laatste breuk met o', 
dan is 

_ P^/x + P'^'^'^x+l+g'^+'^ar+l-f P^ + ^^x+3 4- CUZ. __ 

V-lx 

_ 2)^ + Dx+i -f Dx^2 +^x+8 + enz. _ 

Dx ~ 

_ i>x+i + i>x+> + Jx+i + enz. 

De reeks D^+i +i>je;+i + -Dx+s + enz., die men zich voortgezet 
moet denken tot den hoogsten ouderdom in de sterftetafel, noemt 
men de Som van de gedüconteerde aantallen levenden ^ en stelt men 
voor door iV«, zoodat de formule wordt 

Nx 

^'=^^t <" 
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De laatste uitdrukking wordt in de taal der levensyerzekerrng- 
wetenschap als volgt gelezen. 

De tegenj^oordige waarde van de praenum^ragdo te betalen jaarlij k- 
sche lijfrente van ƒ1, — voor den ouderdom ar, is gelijk aan de 
eenheid, plas bet quotiënt, dat men verkrijgt door d« som van de 
gedisconteerde aantallen levenden op den ouderdom x te deelen door 
liet gedisconteml aa»ta>l levende» op denzoden otidefdom. 

Laat uen de< eerste betaling der lijfrente weg*, dan verkrijgt men 
de tegenwoordige waarde van é» poslnumevanda te betalen jaarlijk- 
schfi lijfrente: van ƒ!,---, die men door 0^. voorstelt. Wrf hebben* 
dus de betrekkingen 

""""^T (ip> 

en 1 + tf j. = fta; ) 

Wij zullen a^; de tegenwoordige waarde dev Eente voor het geheele 
leven, en a^ de Koopsom dec dadelijk ingaande Lijfrente, n^cremen. 

Foorbeeld. De koopsom te bepal^ van eene dadelgk ingaande 
lijfrente van ƒ 100, — op het leven van een man,\lmns oud 50 jaar. 

Volgens Ta.Êel II is 

'^^*<^****^ ,^^ - ,/vri ^Ka i/v/v 67^89,38 «,,«^^/. 

/o.zn. lö»-''»o = 100X^;=100x-5^3P55=/1154.26. 

§ 7. De grondtafel. Tafel II (*) is eene zoogenaamde, door mij be- 
rekende, grondtafel voor de verzekeringen op één leven. Zij is eene 
vereeniging van de wet van af sterving volgens Tafel I (>) en de op- 
loopende waarden van 1 tegen den samengestelden interest van ^f^. 
LogBx is gelijk aan loglx-\-i>slogv. Beide laatste logarithmen heb 
ik ter besparing van ruimte, en als niet noodzakelijk voor de oplos- 
sing van vraagstukken, weggelaten. Ook loga^ heb ik niet opgeno- 
men, daarbij gemakkelyk uit de betrekking logax^-logNx — logBx 
terug te vinden is, of in een logarithmenta^el kan opgezocht worden. 
De wijze, waarop de verschillende kolommen verder uit elkander zijn 
afgeleid , zal na het voorgaande wel geene nadere toelichting behoeven. 

Overigens zal bet gebruik zoowel als het nut der tafel, uit hetgeen 

verder volgt, voldoende blijken.. 
{Wordt v€rüolgd,)ISiUv£J9.l2^^ 

1) Ik acht het met het oog op de oujuistheden, die in den laatston tijd' oi> 
het gebied der levensverzekering zooal gedrukt worden, niet overbodig reeds hier 
te doen opmerken ,. dat deze en volgende tafc4s alleen gegeven worden ter ophel- 
dering, en om aan te wijzen hoe de premiën berekend kunnen worden. De tafbls 
hebben hier slechts een theoretische betcekenis; men vcrgete dit niet. 
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Tafel 1. 

Sterftetafel van liet Rijk voor het Mannelijk ^eslaebt, 
volgens liet Statistiscli Jaarboek, 186^ blz. 398/9. 







' 


Gemiddelde 


Sterfte waar- 


Levenswaar- 


Ouderdom. 


Aantal dooden. 


Aantal levenden. 


levensduur. 


• schijnlijkheid, 

9» 


schijnlijkheid. 


X 


d. 


h 


e. 







20979 


looooa 


36,44 


0,20979 


0,79021 


1 


5589 


79021 


44,99 


0,07073 


0,92927 


2 


2838 


73432 


47,37 


0,0386& 


0,96135 


3 


1687 


70594 


48,26 


0,02390 


0,97610 


é 


1191 


68907 


48,43 


0,01728 


0,98272 


5 


915 


67716 


48,27 


0,01351 


0,98649 


r> 


724 


66801 


47,92 


0,01084 


0,98916 


7 


643 


66077 


47,44 


0,0097a 


0,99027 


8 


519 


65434 


? 46,91 


0,0079a 


0,99207 


9 


440 


64915 


46,27 


0,00678 


0,99322 


10 


^43 


64475 


; 45,59 


0,00532 


0,99468 


11 


334 


64132 


; 44,83 


0,00521-. 


0,99479 


12 


345 


63798 


44,06 


0,00541 


0,99459 


13 


255 


63453 


43,30 


0,00402 • 


0,99598 


14 


289 


63198 


42,47 


0,00457 


0,99543 


15 


806 


62909 


41,66 


0,00486 


0,99514 


16 


323 


62603 


40,87 


0,00516 


0,99484 


17 


408 


62280 


40,07 


0,00655 


0,99345 


18 


463 


61872 


39,34 


0,00748 


0,99252 


19 


507 


61409 


38,63 


0,00826 


0,99174 


20 


580 


60902 


37,95 


0,00952 


0,99048 


21 


619 


60322 


37,31 


0,01026 


0,98974 


22 


636 


59703 


3&,69 


0,01066 


0,989a5 


23 


558 


59067 


36,08 


0,00945 


0,99060 


24 


565 


58509 


35,42 


0,00966 


0,99034 


25 


583 


57944 


34,76 


0,01006 


0,98994 


26 


575 


57361 


34,10 


0,01002 


0,98998 


27 


602 


56786 


33,45 


0,01060 


0,98940 


28 


576 


56184 


32,80 


0,01025 


0,98975 


29 


538 


55608 


32,13 


0,00967 


0,99033 


30 


559 


55070 


31,44 


0,01015 


0,98985 


31 


581 


54511 


30,76 


0,01066 


0,98934 


32 


631 


53930 


30,09 


0,01170 


0,98830 


33 


612 


53299 


29,44 


0,01148 


0,98852 


34 


573 


52687 


28,77 


0,01088 


0,98912 


35 


599 


52114 


28,08 


0,01149 


0,98851 


36 


603 


51515 


27,40 


0,01171 


0,98829 


37 


611 


50912 


26,72 


o;oi2oo 


0,98800 


38 


639 


50301 


26,04 


0,01270 


0,98730 


39 


678 


49662 


25,37 


0,01365 


0,98635 


40 


669 


48984 


24,71 


0,01366 


0,98634 


41 


713 


48315 


24,05 


0,01476 


0,98524 


42 


745 


47602 


23,40 


0,01565 


0,98435 


43 


694 


46857 


22,77 


0,01481 


0,98519 


44 


743 


46163 


22,10 


0,01610 


0,98390 


45 


793 


45420 


21,45 


0,01746 


0,98254 


46 


766 


44627 


20,83 


0,01716 


0,98284 


47 


781 


43861 


20,18 


0,01781 


0,98219 
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Ouderdom. 


Aantal douden* 


Aantal levenden. 


Gemiddelde 
levensduur. 


Sterflewaar- 
schijniijkheid 


Levenswaar- 
scbijnlijkheid. 


X 


rf. 


h 


es 


9. 


= 1-7* 



48 


812 


43080 


19,54 


0,01885 


0,98115 


49 


777 


42268 


18,90 


0,01838 


0,98162 


50 


890 


41491 


18,25 


0,02145 


0,97855 


51 


923 


40601 


17,64 


0,02273 


0,97727 


59 


978 


39678 


17,04 


0,02465 


0,97535 


53 


1006 


38700 


16,45 


0,02599 


0,97401 


54 


1131 


37694 


15,88 


0,03000 


0,97000 


55 


1048 


36563 


15,35 


0,02866 


0,97134 


56 


1062 


35515 


14,79 


0,02990 


0,97010 


57 


1064 


34453 


14,34 


0,03088 


0,96912 


58 


1176 


33389 


13,67 


0,03522 


0,96478 


59 


1040 


32213 


13,15 


0,03229 


0,96771 


60 


1131 


31173 


12,57 


0,03628 


0,96372 


61 


1197 


30042 


12,03 


0,03984 


0,96016 


62 


1086 


28845 


11,61 


0,03765 


0,96235 


63 


1257 


27759 


10,94 


0,04528 


0,95472 


64 


1255 


26502 


10,43 


0,04735 


0,95265 


65 


1413 


25247 


9,93 


0,05597 


0,94403 


66 


1363 


23834 


9,49 


0,05719 


0,94281 


67 


1413 


22471 


9,03 


0,06288 


0,93712 


68 


1449 


21058 


8,60 


0,06881 


0,93119 


69 


1293 


19609 


8,20 


0,06594 


0,93406 


70 


1443 


18316 


7,75 


0,07878 


0,92122 


71 


1374 


16873 


7,S7 


0,08143 


0,91857 


72 


1285 


15499 


6,97 


0,08291 


0,91709 


73 


1397 


14214 


6,56 


0,09828 


0,90172 


74 


1267 


12817 


6,22 


0,09885 


0,90115 


75 


1239 


11550 


6,85 


0,10727 


0,89273 


76 


1170 


10311 


5,49 


0,11347 


0,88653 


77 


1213 


9141 


5,13 


0,13270 


0,86730 


78 


1194 


7928 


4,84 


0,15061 


0,84939 


79 


890 


6734 


4,61 


0,13217 


0,86783 


80 


999 


5844 


4,23 


0,17094 


0,82906 


81 


952 


4845 


4,00 


0,19619 


0,80351 


82 


710 


3893 


3,86 


0,18238 


0,81762 


83 


683 


3183 


3,60 


0,21458 


0,78542 


84 


549 


2500 


3,45 


0,21960 


0,78040 


85 


438 


1951 


3,28 


0,22450 


0,77650 


86 


389 


1513 


3,09 


0,25711 


0,74289 


87 


286,3 


1124 


2,99 


0,25472 


0,74528 


88 


223,6 


837,7 


2,84 


0,26692 


0,73308 


89 


146,1 


614,1 


2,69 


0,23791 


0,76209 


90 


173,5 


468,0 


2,37 


0,37073 


0,62927 


91 


104,7 


294,5 


2,47 


0,35552 


0,64448 


92 


59,9 


189,8 


2,56 


0,31560 


0,68440 


93 


38,4 


129,9 


2,51 


0,29561 


0,70439 


94 


32,0 


91,5 


2,35 


0,34973 


0,65027 


95 


20,2 


59,5 


2,35 


0,33950 


0,66050 


96 


10,3 


39,3 


2,30 


0,26209 


0,73791 


97 


8,6 


29,0 


1,94 


0,29655 


0,70345 


98 


8,3 


20,4 


1,54 


0,40686 


0,59314 


99 


2,9 


13,1 


1,26 


0,23967 


0,76033 


100 


9,2 


9,2 


0,50 


1,00000 


0,00000 
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Tafel II. 

Grondtafel voor de verzekeriDgen op ééu lefen, volgens 

de Sterftetafel van het Rijk voor het Hanuelijk 

geslacht, 1867. Interest 4%. 



X 



l. 



logB, 



D. 



N. 



U>9N, 



a. 



100 


9,2 


99 


12,1 


98 


20,4 


97 


29,0 


96 


39,3 


95 


59,6 


94 


91,5 


93 


129,9 


92 


189,8 


91 


294,5 


90 


468,0 


89 


614,1 


88 


837.7 


87 


1124 


86 


1513 


85 


1951 


84 


2500 


83 


3183 


82 


3893 


81 


4845 


80 


5844 


79 


6734 


78 


7928 


11 


9141 


76 


10311 


75 


11550 


74 


12817 


73 


14214 


72 


15499 


71 


16873 


70 


18316 


69 


19609 


68 


21058 


67 


22471 


66 


23834 


65 


25247 


64 


26502 


63 


27759 


62 


28845 


61 


30042 


60 


31173 


59 


32213 


58 


33389 


57 


34453 


56 


35515 


55 


36563 


54 


37694 



9,2604578 
9,3964887 
9,6403668 
9,8101679 
9,9591958 
0,1563535 
0,3602909 
0,5295123 
0,7112326 
0,9190550 
1,1372489 
1,2722754 
1,4241581 
1,5688692 
1,7149751 
1,8424268 
1,9671428 
2,0890727 
2,1935538 
2,3055965 
2,4040462 
2,4826424 
2,5705662 
2,6494296 
2,7187700 
2,7850845 
2,8473222 
2,9092854 
2,9639061 
3,0178280 
3,0704996 
3,1171577 
3,1651527 
3,2103913 
3,2529991 
3,2950453 
3,3331474 
3,3703059 
3,4040059 
3,4386975 
3,4717806 
3,5030666 
3,5356720 
3,6663289 
3,5965470 
3,6262103 
3,6564740 



0,1821620 
0,2491659 
0,4368846 
0,6459039 
0,9103236 
1,433354 
2,292403 
3,384638 
5,143190 
8,299558 
13,71668 
18,71869 
26,55572 
37,05691 
51,87702 
69,57077 
92,71347 
122,7645 
156,1542 
2021140 
253,5398 
303,8382 
372,0200 
446,0973 
523,3233 
609,6555 
703,5941 
811,4942 
920,2506 
1041,905 
1176,250 
1309,657 
1462,691 
1623,272 
1790,602 
1 972,629 
2153,512 
2345,881 
2535,163 
2745,981 
2963,334 
3184,685 
3432,986 
3684,079 
3949,545 
4228,733 
4533,922 



0,1821620 
0,4313279 
0,8682125 
1,5141164 
2,424440 
3,857794 
6,150197 
9,534835 
14,67803 
22,97759 
36,69427 
55,41296 
81,96868 
119,0256 
170,9026 
240,4734 
333,1869 
455,9514 
612,1056 
814,2196 
1067,759 
1371,598 
1743,618 
2189,715 
2713,039 
3322,695 
4026,289 
4837,783 
5758,034 
6799,939 
7976,189 
9285,846 
10748,54 
12371,81 
14162,41 
16135,04 
18288,56 
20634,44 
23169,60 
25915,59 
28878,92 
32063,61 
35496,60 
39180,68 
43130,23 
47358,96 



9,2604578 
9,6348076 
9,9386261 
0,1801592 
0,3846115 
0,5863390 
0,7888890 
0,9793132 
1,1666678 
1,3613045 
1,5645983 
1,7436114 
1,9136479 
2,0756403 
2,2327487 
2,3810671 
2,5226879 
2,6589185 
2,7868264 
2,9107416 
3,0284734 
3,1372269 
3,2414514 
3,3403876 
3,4334560 
3,5214905 
3,6049049 
3,6846464 
3,7602743 
3,8325050 
3,9017954 
3,9678215 
4,0313495 
4,0924332 
4,1511372 
4,2077701 
4,2621795 
4,3145927 
4,3649185 
4,4135611 
4,4605810 
4,5060124 
4,6501868 
4,5930719 
4,6347818 
4,6754021 



0,731087 
0,987281 
1,344182 
1,663273 
1,691445 
1,682860 
1,817091 
1,853876 
1,768532 
1,675158 
1,960302 
2,086667 
2,211967 
2,294380 
2,456530 
2,693727 
2,714033 
2,919878 
3,028516 
3,211407 
3,514239 
3,686b95 
3,908604 
4,184251 
4,460119 
4,722459 
4,961575 
5,257029 
5,526450 
5,781033 
6,090287 
6,348468 
6,621525 
6,909300 
7,179463 
7,492433 
7,796032 
8,139294 
8,437643 
8,745416 
9,06806 
9,33986 
9,63513 
9,92031 
10,19932 
10,44548 



- 


l, logD, 


D, 


N. 


logN, 


". 


53 


38700 


3.6849461 


4841,132 


61802,89 


4,7151079 


10,71918 


62 


30678 


3,7138182 


5102,002 


66734,01 


4,7638436 


10,99070 


51 


40601 


3,7398384 


5493,365 


61896,01 


4,7916627 


11.36743 


50 


41491 


3,7662889 


5838,334 


07339,38 


4,8386915 


11,64367 


49 


4S268 


3,7913600 


6185,674 


73327,71 


4,8646766 


11.83847 


48 


43030 


3,8166773 


6556,679 


79*13,29 


4,8998932 


12,11200 


47 


43861 


3,8415134 


6943,400 


85909,87 


4,9343463 


12,38320 


46 


44637 


3,8660659 


7346,353 


92912,33 


4,9680734 


12,64758 


45 


45420 


3,8907480 


7775,863 


100358,6 


5,0011216 


12,89357 


44 


46163 


3," —18 


8219,187 


108034,5 


5,0335025 


13,14419 


43 


4G85?' 


3, Ï6 


8676,460 


116353,7 


5,0654068 


13,39875 


42 


47602 


3 iO 


9166,987 


124930,3 


5,0966074 


13,62837 


4] 


48315 


3 ;? 


9676,464 


134097,2 


5,1274197 


13,85S08 


40 


48984 


4, i3 


10203,870 


143773,7 


5,1576795 


14.09150 


3a 


49C63 


4, )5 


10757.85 


153976,6 


5,1874547 


14,31296 


38 


60301 


4, 12 


11332,13 


164734,5 


5,2167846 


14.63695 


37 


50913 


4. tl 


11938,50 


176066,6 


5,2456770 


14,76009 


^6 


61515 


4, L9 


13662,64 


187995,3 


5,2741467 


14.97655 


35 


53114 


4, i9 


13206,53 


200547.8 


6,3032179 


15,18549 


34, 


52GS7 


4,„_,13 


13835,81 


313754,3 


5,3299148 


15,39372 


33 


532Ü9 


4,1646203 


14003,99 


327640,1 


5,3573488 


15,53219 


32 


53930 


4,1807648 


15373,23 


343349.1 


5,3840622 


15,75786 


31 


54511 


4,2084518 


16100,39 


357622,3 
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BIJDRAGE TOT DE OPLOSSING VAN EEN VRAAG 
STUK UIT DE GETALLENLEER, 



DOOB 



F. J. TAN DEN BERG. 



Onder de door het Wiskundig Genootschap uitgeschreven jaarlijk- 
sche prijsvragen, kwam in 1858 de volgende als n^ 2 voor. 

Drie getallen elk van twee cijfers te vinden, wier gedurig product 
een getal van zes cijfers is, zoodanig dat deze zes cijfers juist de- 
zelfde zijn, waarmede de drie te vinden getallen geschreven worden. 

In 1859 werd diezelfde vraag onder n**. 2 herhaald. Sedert werd 
zij niet weder opgegeven. 

Mij destijds met het genoemde vraagstuk bezig gehouden heb- 
bende, meen ik toen werkelijk alle stelsels van drie aan de gestelde 
voorwaarden voldoende getallen te hebben gevonden, maar zond 
evenwel de uitkomsten van mijn onderzoek niet in, omdat zij ver- 
kregen waren op eene wijze die, ofschoon door toepassing van eene 
der hoofdeigenschappen van het getal 9 het aantal der te verrigten 
beproevingen tamelijk beperkende, mij toen, even als thans, toch 
voorkwam nog te veel bij tasting te werk te gaan, om als voldoende 
regtstreeksche oplossing van het vraagstuk beschouwd te mogen wor- 
den. De toenmaals gevolgde handelwijze en verkregen uitkomsten 
voor het gestelde en voor eenige soortgelijke gevallen worden dan 
ook thans hieronder alleen medegedeeld in de meening, dat dit wei- 
ligt iemand, meer van nabij met de getallenleer bekend, aanleiding 
zou kunnen geven tot de inzending van eene eenvoudige en meer 
onmiddellijk op het doel afgaande oplossing. 
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Op den voorgrond zij de opmerking geplaatst, dat in het meer 
eenvoudige geval van drie, en trouwens evenzeer in bet geval van 
een willekeurig aantal getallen, die elk niet anders dan uit slechts 
één enkel cijfer zouden mogen bestaan, er geen sprake van kan zijn 
deze aan de overeenkomstige voorwaarde te onderwerpen van een 
gedurig product op te leveren uit al dezelfde cijfers zamengesteld. 
Immers, hun product gelijk zijnde aan het kleinste der getallen maal 
de overigen, en deze ieder kleiner zijnde dan 10, is dit product 
steeds kleiner dan dit kleinste getal, gevolgd door zooveel nullen als 
het aantal dier overigen bedraagt; en kan bijgevolg, als het werkelijk 
uit evenveel cijfers bestaat als het aantal der getallen aangeeft, tot 
hoogste cijfer hebben niet anders dan een cijfer kleiner dan het ge- 
noemde kleinste getal, en alzoo niet onder de getallen zelve voor- 
komende. 

Bij ieder van de vraagstukken die men zich, zoowel ten opzigte 
van het aantal der getallen zelve, als ten opzigte van de aantallen 
der cijfers van ieder getal in het bijzonder, tot in het oneindige af- 
wisselend kan denken, maar die alle den gemeenschappelijken eisch 
stellen, dat het product der getallen uit dezelfde cijfers moet bestaan 
als de getallen zelve, moet dus steeds minstens één der zamenstel- 
lende getallen minstens twee cijfers hebben. Doch, wat ook overi- 
gens de even bedoelde aantallen van getallen en van c\jfers wezen 
mogen, steeds kan men het opsporen der getallen van de verlangde 
soort vergemakkelijken door op te merken dat, ten opzigte van den 
deeler 9, vooreerst het product en de som dezer getallen zelve, en 
ten andere dus ook het product en de som van hunne resten, alle 
vier dezelfde rest moeten hebben, namelijk die van de som der cijfers 
waaruit hetzij het product hetz^ de gezamenlijke getallen zelve be- 
staan. Op grond toch van deze opmerking is het eenvoudigst, eerst 
de mogelijke resten a, 5, c, d\ e, enz. der getallen ten opzigte van 
9 op te zoeken; welke resten dus moeten voorkomen onder de oplos-^ 
singen, in geheele getallen, van de onbepaalde vergelijking 

abcde,. .. enz. — (a f i + c •\-d-\-e f enz.) = 9/?, 

wanneer men voor ieder der onbekenden in het eerste lid zicli met 
dit doel voorloopig bepaalt tot de positieve waarden van O tot en 
met 8. Daarna heeft men, onder alle overige aan dezelfde vergelij- 
king in het algemeen voldoende geheele getallen, die dus verkregen 
worden door de gevonden bij elkander behoorende resten a, ^, c, e?, 
e, enz. met willekeurige veelvouden van 9 te vermeerderen, maar 
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voor welke getallen die vergelijking op zich zelre nog slechts leert, 
dat de som van al hunne cijfers en die ran de c^'fers yan hun pro- 
duct een door 9 deelbaar verschil hebben, zonder evenwel de gelijk- 
heid dier beide sommen, veelmin de paarsgewijze gelijkheid der af- 
zonderlijke cijfers zelve van getallen en product te waarborgen, ten 
slotte nog die getallen op te sporen, die werkelijjk aan de gestelde 
voorwaarden voldoen. 



Overgaande tot de toepassing van de omschreven handelwijze, in 

de eerste plaats op het geval van slechts twee getallen, daargelaten 

voor het oogenblik wat in ieder het aantal cijfers mogen zijn, heeft 

men de beide resten a en 3 te bepalen door de vergelijking ah^ 

— (a + ^)= 9^. In plaats van daartoe op dezelfde wijze te werk te 

gaan als hieronder voor het geval van drie getallen zal geschieden, 

is het hier wegens het geringe aantal van slechts twee onbekenden 

a en d nog wel zoo eenvoudig deze vergelijking onder den vorm 

(a — l)(ó— 1) = 9j?+ 1 regtstreeks op te lossen. In achtnemende dat 

het eerste lid hoogstens gelijk 7x7 of 49 , en dus het tweede lid 

slechts gelijk een der getallen 1 of — Ix — 1 of ook 1x1, 10 of 

2x5, 19, 28 of 4x7, 87 en 46 kan worden, blykt namelijk on- 

9X 10 
middellijk dat onder de -- — r- = 45 verbindingen twee aan twee , 

met herhalingen , die de negen getallen O tot en met 8 zouden kunnen 
opleveren , slechts de vier volgende verbindingen (a, 5), namelijk (0,0), 
(2,2), (3,6) en (5,8), als aan de gestelde vergelijking voldoende 
en dus b\j elkander behoorende resten in aanmerking kunnen komen. 
Hierdoor wordt dus tevens aangewezen, dat het product der twee te 
vinden getallen steeds moet behooren hetz\j tot den vorm Zp.^q of 
9P, hetzij tot den vorm (3;> 4 2)(39+ 2), en in dit laatste geval 
zóó, dat het dan tegelijkertijd den vorm 9jP-f ^ heeft. 

Bepaalt men thans het vraagstuk nader door voor ieder der beide 
getallen een gegeven aantal cijfers te vorderen, dan kan, zoolang het 
eene getal slechts uit één cijfer mag bestaan, dit cijfer alzoo niet 
anders dan 2, 3, 5, 6, 8 of 9 zijn. Daarvan uitgaande en lettende 
op de zoo even gevonden b^ ieder dezer cijfers in het bi^nder be- 
hoorende rest van het andere getnl, vindt men bijv. in het meest 
eenvoudige geval, namelijk dat waarin het tweede getal uit twee 
cijfers moet bestaan , door eene ligte beproeving deze 

4 
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Drie oplossingen 

(3,6) 3x51 = 153, 
(6,8) 6x21=126, 
(8, 6) .8X86=688. 

In het geval van twee getallen, van één en van drie cijfers, wordt 
de beproeving reeds langwijliger , maar kan tocli als volgt beperkt 
worden. Om bijv. het bij 5 als eerste getal behoorende getal9j?-|-8 
van drie cijfers te vinden, heeft men slechte te beproeven de pro- 
ducten 5x215, 251, 314, 341; 5x422, 512, 521; 5x638, 683, 
737, 773; 5x845, 854, 944, omdat deze de eenige zijn die voor- 
eerst uit vier cijfers bestaan en ten andere in de duizendtallen 
respectievelijk het cijfer 1, 2, 3, 4 opleveren, hetgeen men gezorgd 
heeft tegelijkertijd in het tweede getal zelf te doen voorkomen. Op 
deze wijze zijn hier gevonden de 

Acht oplossingen 

3X501 = 1503, 

1530, 

(5,8) 6X251=1255, 



(^'^M3X510 = 



6X201 = 1206, 
1260, 



(^•^M6X210 = 
rs 5x|8X473=3784, 
^ ' M8X860 = 6880, 
(0,0) 9x351=3159. 

Gaat men over tot het geval van twee getallen ieder van twéé 
cijfers, waartoe dus de uit vier cijfers bestaande producten van de 
vier vormen 9^.9^, (9^? + 2)(9y + 2), (9j» + 3)(9^ + 6) en (9;? + 5) 
(9 5' -f 8) te beproeven zijn, dan komen vrij spoedig dlj 

Zev^i oplossingen 

(0,0) 27X81=2187, 
21x60 = 1260, 

rs fiw21X87 = 1827, 
'^ '^ '30x51 = 1530, 

93X13=1395, 

41x35 = 1435, 

86X80 = 6880. 

Zooals te voorzien was worden de drie oplossingen voor één en 
twee cijfers teruggevonden onder de door 10 deelbare oplossingen 
zoowel voor één en drie, als voor twee en twee cijfers. Omgekeerd 



(5,8){ 



zou men -^ zooals trouwens in het algemeen uit de voor een wille- 
keurig aantal getallen, ieder van een willekeurig aantal cijfers, ge- 
vonden oplossingen sommige der oplossingen voor hetzelfde aantal 
getallen, maar van meer cijfers, te vinden zijn door achter sommige 
of alle getallen een willekeurig aantal nullen te plaatsen — uit de 
gezamenlijke oplossingen voor de beide laatstgenoemde gevallen , door 
plaatsing van eene nul hetzij achter het eerste getal, hetzij beurtelings 
achter beide getallen, de door 10 deelbare oplossingen voor het 
geval van twee en drie cijfers kunnen neerschrijven, van welke bij- 
zondere oplossingen dan, wegens het tweemaal voorkomen van 
80x510 = 15300, 60x210 = 12600 en 80x860 = 68800, het 

m 

aantal zou bedragen 8 + 2x7-^8, dat is negentien. De overige, niet 
door 10 deelbare, oplossingen voor dit geval van twee en drie cijfers 
zouden echter nog afzonderlijk opgezocht dienen te worden. 



Hiermede afstappende van de gevallen van twee getallen en over- 
gaande tot die van drie getallen, heeft men, onafhankelijk wederom 
van de aantallen hunner cijfers, de drie resten a, 5 en c op te lossen 
uit de vergelijking ahc — {a-\-b'\-c)=z9p. Hier nu schijnt het 
verkieslijk, ten einde deze oplossing te verrigten door middel van 
nog kleiner getallen dan van O tot en met 8, deze resten op hare 
beurt weder ten opzigte van den in 9 als factor vervatten deeler 3, 
en dus volgens de vormen a = da'-|-«, ó = 85'-|-j3, c = 3c-|-y, 
te ontleden, waarin dan voor de zes getallen a\ h\ c\ «, |3, y 
geene andere waarden dan O, 1, 2 behoeven beproefd te worden. 
Deze öj, h, c substituerende, komt (8a'+a) (35'-H3)(3c'-f-y) — 

— 8 (a'+ d'+ c') — (« + (3 + y) = 9/?, hetgeen vooreerst vordert a^y — 

— (« + P + y) = 85' en dan bovendien a' (/3y— 1) + ^ (y a - 1) -|- 
-f.c'(ap~l) + 9 = 8r. 

8x4x5 
Aan de eerste voorwaarde blijken onmiddellijk, van de =10 

mogelijke verbindingen drie aan drie , met herhalingen , van de 
drie getallen O, 1, 2, geene andere te kunnen voldoen dan deze 
beide , namelijk : vooreerst (a = 0, (3 = 0, y = 0, gevende ^ = 0) , 
waardoor de tweede voorwaarde wordt — «'— 5'— c'zr 3r =: O of 

— 3 of —6, en dan voor (af, 6\ c') alleen geeft de vier oplossin- 
gen (O, O, 0), (O, 1, 2), (1, 1, 1) en (2, 2, 2); zoodat men 
op deze wijze voor (a = 8a', d = 8i', c=iSc') zelve verkrijgt 
de vier oplossingen (O, O, 0), (O, 8, 6), (8, 3, 3) en (6, 6, 6); 

4* 
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ten andere (fltz=0, ^ = 1, y = 2, gevende ^ = —1), waardoor de 
tweede voorwaarde wordt «'— d' — c' — 1 = 3 r = — 3 of O en de negen 
oplossingen (0. O, 2), (0, 1, 1), (O, 2,0), (1, 1, 2), (1, 2, 1), (2, 2, 2); 
(1, O, 0), (2, 0, 1) en (2, 1, 0) toelaat; — zoodat men hier voor (a = 3 a\ 
^ = 3^'-fl, c = 3c'-|-2) nog vindt de negen onderling verschillende 
oplossingen (O, 1, 8), (O, 4, 5), (O, 7, 2), (3, 4, 8), (3, 7, 6), (6, 7, 8). 

(3, 1, 2), (6, 1, 5) en (6, 4, 2). Derhalve kunnen van de f^ =165 

verbindingen drie aan drie, met herhalingen, van de negen getallen O tot 
en met 8 in het geheel slechts deze dertien verbindingen van bijjéénbe- 
hoorende resten (dr,6,c) ten opzigte van 9 voorkomen, namelijk 
(O, O, 0), (0, 1, 8), (O, 2, 7), (O, 3, 6), (Ö, 4, 5), (1,2, 3), (1, 5, 6). 
(2,4, 6), (3,3, 3), (3,4,8), (8,5,7), (6,6,6) en (6,7,8); waar- 
van de vijf eersten ook wel dadelijk hadden kunnen nedergeschreven 
worden, als de oplossingen van de voor « = zich tot —(* + (?) = 9 j? 
vereenvoudigende vergeKjking in a^h^c. Uit het voorgaande blijkt 
tevens, dat het product der drie te vinden getallen steeds <5f den 
vorm 3/?.3y.3r, dat is 27 P, of den vorm 3j»(3g' + l)(3r + 2) 
moet hebben, en dat in dit laatste geval daaronder de drie ver- 
schillende vormen 9P of 9P+3 of 9P-|-6 kunnen voorkomen. 

Indien men, overgaande tot de toepassing op een bepaald geval, 
b^v. het in den aanhef opgegeven geval van drie getallen elk van 
twee cijfers, (dat toch weder als boven de meer eenvoudige gevallen 
van één, één, twee en van één, twee, twee cijfers omvat), zich de 
moeite geeft de producten van drie getallen van de gevonden b^ 
elkander behoorende resten te beproeven, waarbij een tafeltje der 
respectievelijk tot de vormen 9/?, 9^-fl, enz. tot en met 9/? 4 8 
behoorende getallen van twee cqfers dienst kan doen, en waarbij 
men natuurlijk van de beproeving kan uitsluiten al zoodanige drie 
getallen, waarvan niet reeds dadelijk de twee eersten een product van 
vier c^fers zouden geven, én ook diegene, waarvoor het aanstonds in 
het oog vallende laagste of ook het hoogste cijfer van het gedurig 
product in geen der drie getallen zelve voorkomt; dan kan men uit 
de te vinden oplossingen voorop plaatsen voor het geval van één, 
één en twee cijfers de 

Enkele oplossing 

(5,0,4) 5X9X31 = 1395; 

daarop laten volgen voor het geval van één, twee en twee cijfers de 
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(2, 0. 7 
(4, 0, 5 
(5, 0, 4 
(6, 0, 3 
(6. 1, 6 
(6. 2. 4 

(8, 3, 4 

(0, 1, 8 
(0, 4, 6 



{ 



Tien oplossingen 

2X81X79 = 12798, 
4x72x86 = 24768, 
5x90x31 = 13950, 
6X99X84 = 49896, 
6x73x86 = 87668, 
6X74X31 = 13764, 
8X21X76 = 12768, 
8X66X31 = 16368, 
9X28X71 = 17892, 
9X31X50 = 13950; 

terwijl eindelijk voor het geval zelf van drie getallen , elk van twee 
cijfers, komen de 

Zestien oplossingen 

72X46X89 = 294768, 
90x28x71 = 178920, 
81X20X79 = 127980, 
99X84X60 = 498960, 
72x40x86 = 247680, 
90x31x50 = 139500, 
j82x74x21 = 127428, 
191X29X75 = 197925, 
73X86X60 = 376680, 
56X94X87=457968, 
74X31X60 = 137640, 
74x94x69=479964, 
57X75X93 = 397575, 
r21x76x80 = 127680, 
66X31X80 = 163680, 
21X96X61 = 121695. 



(0,1,8){ 



O, 2, 7 
0,3,6 

O, 4, 5 

1,2,3 
1,5,6 

2, 4, 6 



3,3,3 
3,4,8 
3, 5, 7 



I 



f 



Op overeenkomstige wijze zou men kunnen voortgaan voor het 
geval van vier getallen, en daartoe in de eerste plaats hunne mo- 
gelijke resten a, h, c en d ten opzigte van 9 hebben op te lossen 
uit de vergelijking aic^-(a + 5 + c + (0 = 9jf?; hetgeen weder zou 
kunnen geschieden door eerst de aan apy^— (« + P + y + ^) = 3j' 
voldoende en ieder gelijk O of 1 oL 2 zgnde resten «, p, y, $, ten 
opzigte van 3, van deze resten a, b, c, d zelve op te zoeken, enz. 
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Men ziet echter wel in, dat dit tot een zeer groot aantal mogelijke 
verbindingen (a, b, c, d) zou leiden, met de bepaling waarvan dan 
ook niet zal worden voortgegaan. 

Neemt men daarentegen een overzigt der voor de boven onder- 
zochte gevallen van twee en van drie getallen medegedeelde oplossin- 
gen, dan vallen wel enkele bijzonderheden dadelijk in het oog, maar 
deze schijnen toch niet te leiden tot het ontwaren van eene of an- 
dere wet van zamenhang dier oplossingen. Zoo treft men daaronder 
respectievelijk de verbinding van resten (2, 2) en de drie verbindin- 
gen (O, O, 0), (6, 6, 6), (6, 7i 8), die toch door de gebezigde 
methode van den deeler 9 niet waren uitgesloten, niet aan: en de 
vraag doet zich dan ook voor, op welken grond men dit welligt had 
kunnen voorzien, en of het eene algemeene eigenschap is voor alle 
gevallen van twee en van drie getallen, onafhankelijk van hunne 
aantallen cijfers. Zoo vallen dadelijk de twee aan twee uit dezelfde 
cijfers bestaande oplossingen 1503 en 1530, 1206 en 1260, 2187 
en 1827, 12798 en 17892, 178920 en 127980 op, waarvan in de 
twee laatste paren de cijfers zich van de voorgaande slechts door 
een bijkomenden 9 en O onderscheiden; en is het opmerkelijk dat 
1395 niet alleen voorkomt als product 93x15 van twee getallen, 
maar ook als product 5x9x31 van drie getallen, en dat boven- 
dien deze zelfde cijfers nog het product 9x351 = 3159 vormen. 
Zoo komen onder de zeven producten van twee en twee cijfers drie 
paren voor, ieder splitsbaar in twee factoren, die telkens gelijke som- 
men hebben; namelijk 2187 = 27x81 met 1827 = 21x87 (som 
27 + 81=21 + 87 = 108), 1260 = 21x60 met 1530 = 30x51 
(som 21 + 60 = 30 + 51 = 81), en 1395 = 31x45 (hier dus an- 
dere dan juist de twee factoren van dezelfde cijfers) met 1435 = 41x35 
(som 31 + 45=41 + 35i=76); terwijl in dit opzigt het overblij- 
vende product 6880 = 86x80 op zich zelf staat. Enz. 



Niet beter slaagt men in het vinden van eene in het oog loo- 
pende wet, wanneer men zich vrij maakt van de tot nog toe stil- 
zwijgend aangenomen onderstelling, dat het vraagstuk bepaaldelijk in 
het gewone of tientallige stelsel bedoeld wordt. Ziehier bijv., voor 
het geval dat men zich beperkt tot het zoeken van twee getallen elk 
van twee cijfers, de op overeenkomstige wijze als boven, namelijk 
door respectievelijk van de deelers 1 tot en met 6 hetzelfde gebruik 
te maken als d^ar van 9, gevonden uitkomsten in het twee- tot en 
met het zeventallige stelsel. 
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Talslel;>el. Deeler. 



2 
3 
4 
5 



1 
2 
3 

4 



Mogelijke resten. 

(0.0) 
(0,0) 

(O, 0), (2, 8) 
(0, 0), (2, 2) 



6 5 (O, 0), (2, 2), (3, 4) 



6 (0. 0), (2, 2) 



{ 



Oplossingen in 
hel laUtelsel zelf. 

Geene 

Geene 
21x80 = 1230 
22x31 = 1232 
23x41 = 1423 
21X40=1240 
21x45 = 1425 
30x31 = 1330 
16x51 = 1155 
42x42 = 2424 



d. i. in werkelijke 
waarde. 

Geene 

Geene 
9X12 = 108 
12x16 = 192 
15x25=876 
18x24 = 312 
13x29 = 377 
18x19 = 342 
12x36=432 
30x30 = 900 



enz. 



Dit overzigt schijnt voldoende om te doen zien dat, noch wat de 
cijfers van ieder der oplossingen in haar eigen talstelsel, noch wai 
hare volstrekte getalwaarde, noch zelfs wat het aantal oplossingen 
betreft, een eenvoudig verband bestaat met de vroeger gevonden ze- 
ven oplossingen voor twee getallen van twee cijfers in het tiental- 
lige stelsel. 

Jnist bij dit als voorbeeld gekozen geval van twee getallen van 
twee cijfers verdient het intusschen opmerking dat, indien men, met 
wijziging van de gewone en trouwens meest natuurlijke opvatting, 
in het algemeen in het ^tallige stelsel zou willen gebruiken, niet 
de n cijfers O tot en met n — 1 , maar de n c\jfers 1 tot en met n, — 
waardoor men evenzeer in de gelegenheid zou zijn alle getallen, O 
alleen uitgezonderd, voor te stellen » — dat men dan — behalve de voor 
ieder talstelsel in het bijzonder reeds gevonden oplossingen, waarvan 
die met het cijjfer O dit cijfer juist zóó bevatten , dat zij ook zonder 
O, maar daarentegen met », kunnen geschreven worden zonder op 
te houden aan de gestelde voorwaarden te voldoen (namelijk in het 
viertallige stelsel 21x24 = 1224, dat is in werkelijke waarde 
9x12 = 108; in het zestallige stelsel 21x86 = 1236, dat is 
13x24=312, en 26x31 = 1326, dat is 18x19=342; en in 
het tientallige stelsel, het teeken (10) als enkel cijfer opvattende, 
21 X&(10) = 125(10), dat is 21x60=1260, 2(10) x 51 =i 152(10), 
dat is 30x51 = 1530, en 86x7(10) = 687(10), dat is 86x80 = 
= 6880), en behalve welligt buitendien nog andere bijkomende op- 
lossingen met het c^fer », — in ieder geval, wat ook de aanwijzer n 
van het talstelsel wezen moge, drie steeds geldige oplossingen van 
een algemeenen en eenvoudigen vorm kan aangeven , bevattende alleen 
het laagste cijfer 1 en het hoogste cijfer »; namelijk 
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llXnn=-llnn, dat is (» + l)(»*-f ») = »' + »*-(-»* + », 
I»X»1 = 1»1», dat is (« + «)(«' + !) = »'-f »'-|-« + «, 
en nlxnl =:«1«1, dat is («» + l){«* + l) = »* + »* + »* + !• 
In het ééntallige stelsel, waarvan slechts bij de omschreyen opvatting 
sprake kan z\jn en dat alleen het cijfer 1 zou gebruiken» zouden 
deze drie verschillende oplossingen zamenvallen in de enkele 

11X11 = 1111, dat is 2x2 = 2 + a. 

Evenzoo heeft men voor het geval van drie getallen, respectievel\jk 
van één, twee en drie cijfers, in ieder talstelsel de beide oplossin- 
gen van een soortgelijken algemeenen vorm als zoo even, 

lX»»X»»l =11»»»», dat is l(«* + «)(«' + »*+l) = 
én »XllX»ll = llll«», dat is »(«+l)(»»-f n + l) = 

die weder in het ééntallige stelsel zamenvallen in de enkele oplossing 
1X11X111 = 111111, dat is 1x2x3 = 1 + 2 + 3. 

Daarbij valt nog op te merken, dat deze beide oplossingen in el- 
kander overgaan door overal de cijfers 1 en » te verwisselen en te- 
vens in omgekeerde volgorde te plaatsen; terw^'1 daarentegen ieder 
der drie voorgaande, voor twee getallen van twee cijfers geldende 
oplossingen, door deze zelfde bewerking weder in zich zelve zou 
overgaan. Dit een en ander verklaart zich trouwens doordien iedere 
oplossing van deze soort, wat ook n zy, gebleken is bij ontwikke- 
ling werkelijk niet anders dan eene identiteit op te leveren, die dus 

geldig moet blijven o. a., indien men daarin n door - vervangt; dat 

tl 

is, indien men in de ontwikkeling aan alle exponenten het negatieve 
teeken geeft of, wat op hetzelfde neerkomt, iederen exponent ver- 
vangt door z^'n complement ten opzigte van het aantal termen van 
den vorm, waarin h^* voorkomt; welke bewerking juist tot dezelfde 
uitkomst moet leiden ab de zoo even omschreven gelijjktijjdige ver- 
wisseling en verplaatsing van de cigfers 1 en n. Zoo gaat b\jv. de 
voorlaatste oplossing op deze wijze over in 1(« * + »~ * X*" ' + »" * +1)= 

= »-H»"* + » •+»• + » *+»■* of »(l + »)(l + « + »*) = 
= » + «* + »* + »' + »* + »•', dat is juist de laatste oplossing; en 
omgekeerd. 

In het algemeen kan men, om ook voor meer getallen van meer 
cijfers oplossingen van de bedoelde soort te vinden, uitgaan van 
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eene willekeurige verbinding van getaUen a, p, y, ^, enz., mits 
voldoende aan de voorwaarde « (3y 5 . . . enz. =:a-|-j34-y + ^+ enz. ; 
hoedanige yerbinding o. a. steeds te vinden is door een stelsel van 
geheel willekeurige, ongelijke, ofgedeeltelijk, of geheel gelijke, getallen 
«'. (3', y', y, enz., waarvoor al^'y'^,., enz. — («' +l3'+y'+5'+ enz.)=ij» 
genoemd worde, aan te vullen met m getallen ieder gelijk de eenheid; 
voldoende dan dit volledige stelsel werkelijk aan l*a'/3'y'^'»-- enz.= 
= j» X 1 + «' + ^' + y' + ^' + enz. ledere dergelijke verbinding a, P, 
y, ^, enz. levert nu in het ééntallige stelsel de oplossing 

111 . . . (namelijk et, cyfers)xlll . . . (/3 cijfers)xlll . * . (y cyfers)x" 
X 111 ... (^ cijfers)x enz. = 11111 . . . {tL\^\y\l\ enz. cyfers), 

dat is «XPXyX^X enz. =« + |3 + y + ^+ enz.; 

en hieruit kan men door beproeving vinden die oplossingen, die 
door vervanging van één of meerdere cijfers 1 door », bij gelijktij- 
digen overgang van het ééntallige tot het »-tallige stelsel, hare gel- 
digheid behouden. Met dit onderzoek zal hier evenwel niet verder 
worden voortgegaan; eensdeels omdat het betrekking heeft, niet op 
de gebruikelijke, maar op eene gewijzigde opvatting van het »-tallige 
stelsel; en omdat de op deze wijze te vinden en alleen de cijfers 1 
en n bevattende oplossingen, welligt alle, althans sommige, bij den 
overgang tot de gewone opvatting hare geldigheid verliezen; ten an- 
dere, omdat het bedoelde onderzoek noch de overige, b^' deze gewij- 
zigde opvatting mogelijke oplossingen, met het cijfer », zou doen ken- 
nen , — waarvan althans sommige in de gewone opvatting met het cijfer 
O geldig zouden kunnen blijven, — noch de oplossingen zonder», die 
aan beide opvattingen gemeen zouden zijn. 

Pelft, Januarij 1878. 



OVER DE BETREKKELIJKE BEWEGING, 



DOOB 



H. KAHERLINGH OKNES. 



HOOFDSTUK L 



TOEPASSING VAN DE METHODEN VAN HAMILTON-JACOBI OP DE 
THEORIE DER BETREKKELIJKE BEWEGING. 



§ 1. De ScHERiNo'^cAé krachtfuncHe voor de nevenkrachten van 

CoBiOLis; de canonUche differentiaalvergelijkingen en de 

karakteristieke functie voor de betrekkelyke beweging, 

1. In 't 8*^e deel van het Journal van Lioüvule (2<*« série) heeft 
BoüB de differentiaalvergelijkingen voor de betrekkelijke beweging in 
een coördinatenstelsel, dat de meest algemeene beweging van een vast 
lichaam heeft, door een kunstgreep in den canonischen vorm gebracht. 
Een wezentlijk voordeel boven de gewone vormen van Lagbange 
heeft deze slechts bij de volgende soort van vraagstukken. De voor- 
waardevergelijkingen , waardoor de beweging van een stelsel van stof- 
felijke punten beperkt wordt, of de krachten, die op deze werken, 
of beide, moeten, ten opzichte van een volstrekt vast coördinatenstelsel 
uitgedrukt, den tijd bevatten. Verder moet er zulk een stelsel van 
bewegende coördinatenassen kunnen worden aangegeven, dat de uit- 
drukking van de voorwaarde vergelijkingen ten opzichte daarvan, en 
van de krachten, telkens ten opzichte van hetzelfde, maar in zijne 
oogenblikkelijke ligging plotseling vastgedachte , coördinatenstelsel ge- 
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nomen, eenvoudiger en zoo mogelijk van den tyd onafhankelijk 
worden. 

In zulk een geval ligt het immers voor de hand, de volstrekte be- 
weging van het stoffelijke stelsel door coördinatenherleiding uit de be- 
trekkelijke ten opzichte van het bewegende coördinatenstelsel af te leideii. 
En in deze zal men meestal slechts daardoor inzicht kunnen krijgen, 
dat men haar als gestoorde beweging opvat, terwijl men als onge- 
stoorde beweging, die van hetzelfde stoffelijke stelsel onder dezelfde 
voorwaarden en krachten ten opzichte van hetzelfde, maar nu vol- 
strekt vast gedachte, coördinatenstelsel beschouwt. Wanneer dit coör- 
dinatenstelsel daarentegen op de voorgeschreven wijze beweegt, en de 
krachten en voorwaardevergelijkingen overeenkomstig met de beweging 
van het laatste veranderen, doet de storing ten gevolge van de be- 
. weging der coördinatenassen deze ongestoorde, meer eenvoudige , be- 
weging in de betrekkelijke beweging, die wij onderzoeken, overgaan. Wij 
willen aannemen, dat voor het ongestoorde vraagstuk de canonische 
vorm Van de differentiaalvergelijkingen en van de integraalvergelijkin- 
gen mogelijk en bekend is. 

Het voordeel van de kennis der canonische differentiaalvergelijkin- 
gen voor de betrekkelijke beweging ligt nu daarin, dat men de dif- 
ferentiaalvergelijkingen voor de gestoorde elementen in den bizonder 
eenvoudigen cauonischen vorm brengen, en door differentiatie uit eene 
zelfde storingsfunctie afleiden kan. Deze laatste vindt men door het 
verschÜ te nemen van de karakteristieke functien voor de gestoorde 
en voor de ongestoorde beweging, beide uitgedrukt in dezelfde coör- 
dinaten, en daarbij de grootheden, die met dezelfde coördinaten inde 
beide gevallen tot een canonisch stelsel samengevoegd zijn , ofschoon zij 
eene verschillende mechanische beteekenis hebben , gelijk te stellen. BouR 
duidt de vorming van de storingsfunctie in het belangrijkste geval, nl. 
wanneer de tijd niet in de voorwaardevergelijkingen en de snelheden niet 
in de krachten voorkomen, slechts op deze wijze door eene nog uit 
te voeren bewerking aan. Haar eigenlijke aard blijft daardoor ver- 
borgen; maar wij zullen in het volgende aantoonen , . dat zij uit twee 
deelen bestaat, waarvan het eene van uiterst eenvoudigen vorm en 
mechanische beteekenis is, en terstond neergeschreven kan worden, 
wanneer het stoffelijke stelsel en de beweging van het coördinaten- 
stelsel, ten opzichte waarvan men de beweging onderzoekt, gegeven 
is; terwijl het andere alleen in het geval, dat er voorwaarde- 
vergelijkingen gegeven zijn, moet worden toegevoegd. Tevens zullen 
wij den kunstgreep en de beschouwingen vaü BouE onder het 
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meer algemeene gezichtspunt van de theorie van Hamilton-Jacobi , 
zooals die door Scherino uitgebreid is, brengen, en zijne uitkomsten 
uitbreiden. 

2. Wanneer «i , ^i» ^i de coördinaten Tan een stoffelijk punt t met 

jpr) Y^r) ^r) 

de massa m,- in het bewegend coördinatenstelsel, en * 



9 9 

i9f I m ^ 



de ontbondenen van de betrekkelijke versnelling zijn, die het ten gevolge 
van de werkende krachten en de gegeven beweging van het coördi- 
natenstelsel, wanneer het vrij was, verkrijgen zou; zoo bepalen 



^i 


~ dt ' 


h 


~ dt' 


^i 


dZi 

"~" J^ 9 



dt r ^^i 

W| -77-=^* +^^rJ—9 
M*v at r (*Zi 

<ï»r=0 (2) 

die beweging van het stelsel van stoffelijke punten in het bewegende 
coördinatenstelsel, welke buitendien voldoet aan de voorwaarden (2), 
waar de ^^ functien van ^o y<* ^i» en den tijd t z\jn. De A^ moeten 
uit (1) en (2) worden geëlimineerd. 

Laat nu het coördinatenstelsel linksch gekozen z^n, d. w. z. zoo, 
dat de '\-x ba aan de rechter-, de -|-y as aan de linkerhand ligt, 
wanneer men aan de z\jde van de -|-5 as op het yx vlak staande in 
de richting tusschen de -|-y en -f ;p as ziet; en noemen wij den 

mm 

zin van eene draaiing van - om de -)-^ as, die de -f y as in den 

vroegeren stand van de '\-z as brengt, positief. Verder duiden wij 
met «, ^, 7 de ontbondenen van de draaiingssnelheid van het coör- 
dinatenstelsel om zijne oogenblikkel\jke as, met ff , o, f0 die van de snel- 
heid, met u\ v\ w die van de versnelling van zijne voortgaande bewe- 
ging, met Xij Tiy Zi die van de kracht, welke op het beschouwde 
punt i werkt, aan; allen bij t genomen ten opzichte van het rustende, 
op elk oogenblik echter anders liggende stelsel, hetwelk uit dat der 
x,yyZ ontstaat, wanneer men dit telkens in zijn stand b\j t plotse- 
ling vast denkt. Dan zijn de ontbondenen van de force ffentraine- 
ment van Ooriolis volgens dezelfde assen, die wij met X^*\ ■^i*^ 
Zi-^^ aangeven zullen. 
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!■«=— «,«'+«, /3(^*j — (xy^) — m^y{x^^ — yx^)-\- 
r« = — 1», »'+ «, y (yy, _^i(,) _ », «(^af, — « ^i) 4- 

^t = — «j «/+«,«(««,— y «,)—«, /3(y5r,—/3«j) + 
dus irolgens de bekende stelling van Coriolis 

n'-)=r5 + r, + 2«,(«;,-r;,), (4) 

JT,*-' = ^J + Z, +2«, (/3«, — «ƒ,). 
waar de laatste leden de ontbondenen van de /orce ceKtrifage com- 
potée Tan Coriolis z^n. 

De bewegingsTerge^jkingen (1) gaan dus over in 

at at _ y cZi 

en de A zijn hierin geaccentueerd, omdat zijj nu uit (5) en (2) moeten 
worden geëlimineerd. 
Stelt men met Boub 

JC= — u'^MiXi — v'^m^yi — w'X,miZi, . , (6) 

t i i 

zoo ziet men, dat de drie eerste termen van Xf , ZJ en Z^ tot eene 
krachtfunctie, namelijk K+ O, behooren. Ik heb opgemerkt, dat men 
ook den laatsten term met de samengestelde centrifagaalkracht te zamen 
opnemen kan, wanneer men het begrip van krachtfunctie uitbreidt 
op de wijze, die door Schee jno ') ten behoeve van eene meer alge- 



1) Abhandlungen der KgL Ges. der Wissemeh, zu Gottingen, Bd. XVIII. 
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meene toepassing van HAMiiiTON-JACOBi's behandelingsw^ze van 
meclianische vraagstukken, aangegeven is. Met Schering dus Ri 
eene der krachten, Jr^ de virtueele verplaatsing in hare richting, 
^. de rechthoekige coördinaten en ^« hunne differentiaalquotienten 
naar den tijd noemende, beschouwen wij dus die functie F als kracht- 
functie van het stelsel, welke voldoet aan de vergelijking 

2i2,5r, = Sr-;^zif 5?„, (8) 

waar links over alle krachten, rechts over alle coördinaten gesom- 
meerd moet worden. 
Vormt men nu 

+K"t-^''^)]. w 

en neemt men de som over alle massa's , zoo heeft men de ScHERiNo'sche 
krachtfunctie van de laatste leden van Xf , Y^, Z\ en van de samen- 
gestelde centrifugaalkracht , en is dus JT-fÖ^-fZ de ScHBRiNG'sche 
kra^htfiiuctie van de nevenkrachten van Coriolis. 

K is het product van de geheele massa van het stoffelijke stelsel, 
van de verbindingslijn van het zwaartepunt er van met den oorsprong 
der coördinaten en van de negatieve ontbondene van de versnelling 
van den laatste in deze richting. 

G is, zooals Bour >) opmerkt, de levende kracht van de draaiing 
van het bewegende coördinatenstelsel, wanneer men op het oogenblik, 
dat men ö^ ^beschouwt, de stoffelijke punten er plotseling vast mede 
verbonden denkt. 

Eindelijk heeft ook L eene zeer eenvoudige beteekenis; het is na- 
melijk het moment van de gezamentlijke betrekkelijke bewegingshoeveel- 
heden om de oogenblikkelijke as van den oorsprong , vermenigvuldigd met 
de draaiingssnelheid van het coördinatenstelsel om deze as; of ook: 
het moment van het resulteerend koppel van alle betrekkelijke bewegings- 
hoeveelheden , vermenigvuldigd met de ontbondene van de draaiings- 
snelheid van het coördinatenstelsel volgens de as van dit koppel. 

Zijn «, |3, 7 standvastig, zoo is L de ScuERiNo'sche krachtfunctie 
van de samengestelde centrifugaalkracht alleen. 



^) Journ. de Liouv.j 2» Série, Tom. 8. p. 10. 
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In plaats van de stelling van Goriolis kunnen wij dus de volgende 
stellen. 

£if de hehandeUng va» de heirekkélijke beweging in een coördinaten' 
stelsel f dai de meest algemeene beweging van een vast lichaam heeft ^ 
kan men van de beweging er van trfssieny wanneer men aan de wer- 
kende krachten {d. w. z, die de volstrekte beweging bepalen) de Sche- 
^T^Q^sche krachtfunctie X-f- G-\-L toevoegt. 

3. Wij zullen ons bepalen tot het geval, dat ook de krachten 
^ii^iiZi eene ScHBEiNG'sche krachtfunctie U^'^ hebben. 

Dan zijn de vraagstukken der betrekkelijke beweging zulke , waar de 
werkende krachten de ScHEBiNo'sche krachtfunctie 

JJ^r)^ ?7^«) + jr+ G + L (10) 

hebben. Wij vatten nu de uitkomsten van het onderzoek van Sche- 
BiNG over deze vraagstukken samen. 

Is T de levende kracht van een willekeurig stelsel van stoffelijke 
punten, die onderworpen zijn aan eene willekeurige ScHEBiNG'sche 
krachtfunctie 27, en bestaan tusschen hunne coördinaten en den tijd 
willekeurige voorwaardevergelijkingen; zijn verder de onafhankelijke 
coördinaten qi , * . .qm en drukt men T tn U in deze en in de 

qi =s -^ uit; zoo worden de n vergelijkingen 

d r B (2*+ ?7) -| _ ^(y+eo f. ,■ 

'^i\r^r\~ ^i' ' ^' 

de differentiaalvergelykingen in den tweeden vorm van Lagrange. 
Stelt men 

„=^&2 m 

dq, 

E^-{T+U—J:p,g,],„ (13) 

waar []^, aanduidt, dat de grootheid tusschen de [] in de j9/ eng^ 

is uitgedrukt; zoo zijn de canonische differentiaalvergel^kingen der 

beweging 

^H_dqi ^E _ dpi 

^,'^'dJ' Tf,~ 'di ^^*^ 

De integraalvergelijkingen worden gevonden, wanneer men de vol- 
ledige oplossing van de gedeeltelijke differentiaalvergemking mqi en ty 

^+[^]jr =0 (15) 
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dr 

waar in [B]^^, ^ — in plaats va^ pi gesteld is, rolgena de daarin, 

buiten de additieve voorkomende n stand vastigen \p, , differentieert, 
en de uitkomst telkens aan eene nieuwe willekeurige standyastige— 4^, 

SF" 

gelijk stelt; de intermediaire integralen volgen uit pi = :r — , wan- 

neer men in plaats van de p weer de functien van de ^ ; en qt, die 
zij voorstellen, volgens (12) invoert. 

Heeft men verder voor eene bepaalde functie E van de je? / en j' ^ 
de canonische integralen ^, en 4's va'Q de 2» vergelijkingen, die 
met (14) overeenkomen, namelijk van 

'd£__dji ^E dpi 

^Pi dt 'èqi dt ' 

gevonden; zoo zijn de integraalvergelijkingen van het vraagstuk, voor 
hetwelk de karakteristieke functie ^ is, of voor het gestoorde vraag- 
stuk, dezelfde functien van de /7^ en ^/, welke, volgens de 2 ra inte- 
graalvergelijkingen 

Mr'" wr-^" ^"^ 

voor het geval, dat de karakteristieke functie B was, of voor het 
ongestoorde vraagstuk, aan de stand vastigen 0, en «J/, gelijk waren; 
maar nu gelijk gesteld aan functien van den t\jd 0^ en \)/, , die be- 
paald worden door 

~Tq>. ~ dt.' d^. - ~dï' ' " ^^'' 

^aar H — E met behulp van de integraalvergelijkingen van het on- 
gestoorde vraagstuk in 0, 4^ en ^ uitgedrukt is. 

Wanneer wij dus de ScHEBiNG'sche krachtfunctie kennen, kunnen 
wij terstond, gebruik makende van Scheking's onderzoek, de diffe- 
rentiaalvergelijkingen voor de betrekkelijke beweging in den canoni- 
schen vorm brengen; wanneer zij dezen vorm voor het geval, dat het 
coördinatenstelsel zich werkelijk in rust bevond, aannemen kunnen. 
Buitendien kan men, de betrekkelijke beweging in het coördinatenstelsel 
als door de beweging der coördinatenassen gestoorde, en die, welke 
plaats vinden zou, wanneer de laatste denzelfden stand behielden, 
als ongestoorde beweging opvattende, de differentiaalvergelijkingen 
van de gestoorde elementen opstellen in den canonischen vorm. 
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Voor wij de toepassing nauwkeuriger nagaan, zullen wij de her- 
leiding []f^ van H zoover uitvoeren, als dit ih 't algemeen moge- 
lijk is. 

Voor de beweging in het coördinatenstelsel der x, t/, z is 



y=^2«,(<r,» + y,' + ;.»), 



en in 't algemeen 






r oq, 



dt ' 



dus 



dus 



Pk = 



2* 



IS 



r 

en wanneer men de determinante der (r . «) 

(l.l). . . . (1.«) 



(« 



Stelt, zoodat volgens (22) 



. .{r .8) 



\) , • • • {fi .n) 



(18) 



(19) 



(22) 



2'=^2 2(f.»)jV?,+2:(0.»)?.+i(0.0), . . (20) 

r s * 

wanneer' men het symbool (r . a) in de beteekenis 

K^qr^qi ^qr^q$ ^qr^qs) ' 

(f.«) = (^.r), 

invoert, en overeenkomstig 

(0.0)_2«,, 1^^^+^^ + -^ ö7J' 

stelt. Wanneer men dus />» bepaalt door 

dr 



(23) 



= 1), . . . . (24) 



92) 



<>i) 



d(r.«) 9(».f)' 



(25) 



volgt 
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1 d 7) 

?,- = 2 ;p j^jTm (i»* - (O . *)) (26) 

Bus 

of volgens bekende stellingen voor de determinanten 

Wij willen hier de aandacht er op vestigen, dat T ten opzichte 
van de ^,' afgezien van een term, welke deze niet bevat, steeds 
homogeen van de tweede orde is; ofschoon het voor het geval, dat 
in de betrekkingen tusschen de g en de coördinaten ook de tijd 

voorkomt, deze eigenschap ten opzichte van de g niet meer beeft. 
Wanneer echter in de krachtfunctie de snelheden voorkomen, komt 
in plaats van (23) 

p, = :Z{r.k)qr+(0.i)-\-l^; (28) 

dus voor T 

+^ffi9^^f,-iffiB^)M(«-')+^(«-'')- 

Dan komt het echter voornamelijk op de kennis van de karakteris- 
tieke functie aan. Daartoe moet men vormen 

^. = z(^,-(0.>^)-^)2^^,....(29) 

en 

^^^?' = ^f^ö(O)^^''*-^^:D9M}^^(0./^)- 

zoodat voor 
komt 
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r » 



Men vindt dus H^ wanneer men aan de uitdrukking van H in 
't geval dat geene krachten werken , dus aan de H van het stelsel , 
H,, toevoegt 

en dan in dit deel voor y, , de uitdrukking er van in de jo, de y en 
den tijd stelt, die men door de oplossing van de vergelijkingen (29), 

welke ten opzichte van de g'^ in 't algemeen niet lineair zijn, ver- 
krijgt. De vergelijking van Schering (13) wordt dus eenvoudiger 

4. Keeren wij nu terug tot het bizonder geval der betrekkelijke bewe- 
ging. Wanneer in 't algemeen de krachtfunctie Ï7^'\ de snelheden 
en de voorwaardevergelijkingen den tijd bevatten, vindt men de 
karakteristieke functie der betrekkelijke beweging en de canonische diffe- 
rentiaalvergelijkingen weer volgens (10), (11), (12) en (13) of (31). 
Gebruikt men E voor de ongestoorde beweging, waar U -=. U^"^, 
K=: O, Ö = O, Z = o, zoo is volgens (31) 

1 TiD dü^«)dï7«> 



[1 öü dU^**^ dU'^n 

en, voor de betrekkelijke beweging schryvende 
volgens (10) en (11) 



(82) 



(33) 



5* 






G8 

Dan kan men voor de storingsfunctie 

E^'^-^'E — S (34) 

in 't algemeen geene Tan substitutie vrije uitdrukking aangeven, en 
de vorming van de karakteristieke functie voor de betrekkelijke beweging 
uit Ti laat zich dan eenvoudiger bij (13) aansluiten. 
Want wij hebben 

en wanneer wij de /;. , die in E voorkomen, accentueeren , is jo^*^^, 
dat men in R^^^ invoeren moet, 

Pm F m ^ ~7- • 

• • • 

Maar L is eene lineaire functie van de ar,, y, , ^|, dus volgens 
(19) ook van de q^ en 

^ ^^ • T 

als 



+'{-'^->'M 



(35) 



Dus 



p' ««<r)_i^ (36) 

F m ^^ Fm 



^q 



m 



De grootheid A heeft eene eenvoudige mechanische beteekenis, die 
overeenkomt met die van L. Maar de beschouwde bewegingshoeveelheden 
zijn niet de betrekkelijke , maar alleen dat deel er van , hetwelk de pun- 
ten zouden bezitten, wanneer zij bij onveranderde onafhankelijke coör- 
dinaten zich overeenkomstig met de verandering van de voorwaarde- 
vergelijkingen met den tijd verplaatsten. 

De vorming van de karakteristieke functie in het algemeen geva), 
dat de krachten de snelheden, en de voorwaarde vergelijkingen den 
tijd bevatten, laat zich dus door de vergelijking (36) of in woorden: 
de karakteristieke functie ontstaat uit die hij rustende coördinatenassen , 

wanneer men daarin in plaats van j»«, J»!'^ — r-r- schr^, en er 



H 



m 
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K+ G + ^ v^^ aftrekt, door de eenvoudige beteekenis van K, G, L 
en A zeer doorzichtig uitdrukken. 

Laten wij nu overgaan tot het meer belangrijke geval, dat de 
krachtfunctie Wp) de snelheden niet bevat. Dan neemt (33) den 

volgenden vorm aan 

1 }^D ^L djS 

dus 

of wanneer men met L,' de grootheid aanduidt, die men verkrijgt, 
wanneer men in plaats van de 'q hun uitdrukking in de p\ die voor 
de ongestoorde beweging geldt, schrijft, 



Deze uitdrukking zullen wij in § 3 nog nader beschouwen. 
Uit (33) volgt terstond, dat zij nog geldig blijft voor het eeval, 
dat U de snelheden slechts lineair bevat, daar 

5. Wij zullen de vergelijkingen nu nog verder spscialiseeren en 
aannemen, dat de voorwaardevergelijkingen den tijd niet bevatten. 
Wij komen zoo tot het geval, dat door BouR behandeld is, en (36) 
gaat over in 

of, omdat Q ie fi niet bevat, 

T<-'-^^l+G=Tt (39) 

stellende , 

p,^^=^Il. (*") 

Pi ^* > l 

terwijl de invoering van T^ in (11), wanneer deze op de betrekkelijke 
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(^)_i^^^(^"'+^) (41) 



beweging toegepast worden, en dus T^=.T''^y U=zü^''^ is, deze 
volgens (10) in 

dl V (jq 

doet overgaan. 

BóuR verkrijgt deze vergelijkingen door een kunstgreep, die be- 
staat in de invoering van de door 

f/ = -J^' +y», — '»iii,) (42) 

bepaalde grootheden §,, >j<, ^< in de bewegingsvergelijkingen van 
den eersten vorm van Lagbange (5), welke daardoor in 

M<^ = r, + '»,«?,-««,y?, -«,»'+ SA', -1^1(43) 

«», -^ = ^, + f», /3?, -- f« , (X )^ , -- J», w'+ 2 A% ^, 

overgaan, en dan met (2) en (42) samen de bewegingsvergelijkingen 
uitmaken. 

De vergelijkingen (89), (40), (41) zijn nu juist de einduitkomst van 
de twee eerste Hoofdstukken van zijne verhandeling '). Boub definieert 
namel^k 

T, = 2^')+i+e = S^ {?»+„»+?«}, . . (44) 

en volgens (7) en (9) ontstaat deze betrekking uit (42). 

I^e §1, Mi, ?i zijn de ontbondenen van de snelheid volgens de 
assen van een voor elk tijdstip verschillend coördinatenstelsel, welks 
oorsprong voortdurend met dien van het bewegende stelsel blijft 
samenvallen, terwijl de assen evenwijdig aan zich zelf uit hunnen 
stand op dat tijdstip verschuiven; de vergelijkingen (42) kunnen als 



^) Journ. de Liouv.j 2e Série, Tom. 8. 
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onmiddellijke uitdrukking daarvan terstond worden neergeschreven. 
Tj is de levende kracht van het stoffelyke stelsel ten opzichte van 
hetzelfde hulpcoördinatenstelsel. Deze rol in de vergelijkingen van 
Laobange (41) en in de canonische ((40) met (14) samen) speelt zij 
echter slechts, wanneer de krachtfunctie de snelheden, en de voor- 
waardevergelijkingen den tijd niet bevatten. In 't geval van vrij be- 
wegende stoffelijke punten heeft men 

hetwelk in de coördinaten en de — ;-i = «».i^,, enz. volgens (40) 

moet worden uitgedrukt, omdat de rechthoekige coördinaten tege- 
lijkertijd de onafhankelijke coördinaten zijn; dus worden de verge- 
lijkingen (14) tot 

^(«ttjli) dt ' dar^ dt ' 

de canonische differentiaalvergelijkingen, die Bou& opgeeft. Uit deze 
ziet men recht duidel^'k, hoe de kunstgreep van Boxjb' door het on- 
derzoek van ScHEBiNG in het geval van vrij bewegende stoffelijke 
punten juist aangewezen wordt. Toen eens de canonische vorm voor 
de bewegingsvergelijkingen van een stelsel van vrije punten gevonden 
was , lag het voor de hand hoe de meer algemeene vergelijkingen (43) 
•behandeld moesten worden. 

BouE werd er waarschijnlijk toe gebracht door de volgende op- 
merking, die men analytisch ingekleed in zijne verhandeling vindt. 
Wanneer men in het telkens plotseling vastgedachte stelsel der Xi , 
Ifiy Zi met de coördinaten ^,, nii, ^t een punt construeert, zoo is 
de snelheid daarvan ten opzichte van het hulpcoördinatenstelsel, dat 
wij op de vorige bladzijde ingevoerd hebben, de versnelling van het 
punt a?,, y,-, Zi in dit stelsel. Hare ontbondenen E,-, Ui, Zi hangen 
met de verandering van ^i, mï, 5 j^^^t zoo samen, als de ?,-, Mi, ?l 
zelve met de verandering der coördinaten a?/, y,, zi van het be- 
schouwde punt, dus is 

^'=§+'^^'-^''" 
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De volstrekte snelheden en versnellingen ^'i, >f'i, ^i en Xi, Ft, 
Zi zijn 

^'i=^i+u, i^%=i^i-}-v, ^i=^i+«;,| 

Voert men de vergelijkingen (42), die men evenzoo met behulp 
van meetkundige aanschouwing terstond neerschrijven kan, in, zoo 
vindt men terstond (4), (5) en (48). 

Dit is inderdaad eene zeer gemakkelijke afleiding van de bewegings- 
vergelijkingen; en zij wordt vooral eenvoudig, wanneer men met Bour 
de vergelijkingen (43) en (42) als zoodanig opvat; echter geeft zij 
niet zulk een helder inzicht in de mechanische beteekenis, als de 
stelling van Cobiolis in 't bizonder in verband met het bewijs van 
Bertrand. 



§ 2. Andere afleiding van de canoniache differentiaalvergel^kmgen 
voor de betrekkelijke hetoeging. Voorbeeld van twee ScaBRiNG'«c^é? 

krachtfunctien voor dezelfde krachten. 

6. Wij willen nu een anderen weg, om tot de differentiaalvergelij- 
kingen der betrekkelijke beweging te komen, nagaan, langs welken even- 
eens het onderzoek van Schering ons in staat stelt tot den canouir 
schen vorm te komen , omdat de uitkomsten daarvan geldig zijn , hoe 
ook de qi van de coördinaten en den tijd afhangen. 

Laten wij namelijk de volstrekte beweging in 'toog vatten, die het 
stelsel van stoffelijke punten door hunne betrekkelijke beweging ten op- 
zichte van het veranderlijke coördinatenstelsel der x, y, z uitvoert ten 
opzichte van een volstrekt vast coördinatenstelsel, dat der a?o,yo, z^. 
Denken wij verder in (11) tot (14) voor T en U de levende 
kracht en de krachtfunctie in de volstrekte beweging T^"^ en 17^*^, 
en voor de gi die &inctien van a?o > l/o» ^o> ^ genomen, welke uit 
de qi in de betrekkelijke beweging ontstaan , 'wanneer men in deze de 
ar, y, ar uitdrukt door Xq, y^ , Zq en t, en die dus de voorwaarde- 
vergelijkingen identisch bevredigen, en eindelijk in T^"^ en ü^'^ 

• do i , • • • . 

deze qi en qi =. -wr in plaats van de ay^» ^o» ^o ingevoerd. 

Dan zijn die vergelijkingen, omdat zij de qi bepalen, tegelijkertijd 
de LAGRANGE'sche , respective de canonische vergelijkingen van de 
volstrekte en van de betrekkelijke beweging, alnaarmate daarin deqi als 
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functien van de a?, y, Zy t of van de a?^, y^, z^^, t worden opgevat, 
wat echter voor hunne behandeling geen onderscheid maakt. 

Door het invoeren van de qi gaat U^'^ volgens de definitie van 
27^"^ in § 1, in het laatste over. Ook den vorm van T^'"^ kan 
men gemakkelijk aangeven. Volgens (42) en (45) zijn 

^i=j^+7^i—»^i+tf,] ....... (46) 

de ontbondenen van de volstrekte snelheid volgens oogenblikkelijk 
vaste assen. Voor de bepaling van de levende kracht is het onver- 
schillig, of deze assen op elk oogenblik een anderen stand toege- 
schreven moet worden, en dus 

rt"=2|{?V+.»?+r*M (47) 

wanneer hierin (46) wordt gesubstitueerd. 

De differentiaalvergelijkingen van de betrekkelijke beweging in den 
tweeden vorm van Lagbange z^n dus volgens (11) 

. ^ / ^(y(«)+t/^^)) \ __ ^(y(a)4,[/(a)) 

Tot op dit punt werd het onderzoek door Lottner ') gebracht. 
Met (12), (18), (14) kan men echter terstond ook de canonische ver- 
gelijkingen aangeven. Ter onderscheiding zullen wij schrijven 

ya)^£iL_±i^_i (49) 

Tiqi 

If^^=.[i:p^^^ii — T^^^-m^%ia)^, .... (50) 

waar []^(0^ aanduidt, dat de grootheid tusschen [] in de ^^^-"^ 
en de qi moet worden uitgedrukt. De canonische differentiaalverge- 
lijkingen zijn dan 

dg, _iH^ fön 



*) Jaurn. v. Crelle, Bd. 54. 
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7. Wij willen deze vergelijkingen (48), (51), (52) vergelijken 
met de overeenkomstige 



en pY ^ =z ^ J i 






• • t • 



(54) 



waaraan nog (33) of (36) toegevoegd moet worden, en die wij in de 
vorige § vonden. 
Volgens (45) 

+ 2 !(«»+«'* + «''), 
en volgens (42), (9), (7), (6) en (10), 

+ s|'(»'+t;* + «.') + 

Past men de verg. (4) toe op den oorsprong der coördinaten, 

• • ■ 

waarvoor Xi=z y^z^z ZiZzz xizzz yiziz Zi:=i XiZ=L Fi z=i Zi z=: O is , 

zoo komt 9 gelijk men ook gemakkelijk onmiddellijk inziet, 

at 

dv , 

■ dt 

dw . ^ 

at 

Nu willen wij stellen 

Ko^^mi^XiU-^-t/iV-^-Ziw), (55) 



jri = S~'(w' + 2;'4-2^'); (56) 

4t 



dan wordt met (6) 
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y(«) ^ u(u) — y(r) ^ [/(r) -f ^^Q -f jT^ (57) 

JTq heeft ten opzichte van de snelheid van voortgaande beweging 
dezelfde beteekenis als de vroeger ingevoerde — Z (zie (6)) ten op- 
zichte van de versnelling van voortgaande beweging. Ki is voor de 
differentiaalvergelijkingen zonder beteekenis, maar heeft overigens ten 
opzichte van de snelheid van voortgaande beweging dezelfde betee- 
kenis als G ten opzichte van de draaüngssnelheid van het coördi- 
natenstelsel. Uit (57), (49) en (64) volgt 

* ^' ^' ^' '^ } . (58) 

want volgens (19) is — r = t" • 

dq ^Q 

Eindel^k met (50) en (58) 

fl(«)= [fi'cr)]^(«), --^- jr. (59) 

Wanneer men let op (57), (58), (59) bij de vergelijking van (48), 
(51) en (52) eenerzijds met (53) en (54) anderzijds, zoo zijn deze, 

vooral wanneer ü^"^ eene functie der q is, schijnbaar verschillend. 
Maar dat (48) en (53) volkomen dezelfde beteekenis hebben, 
blijkt terstond uit 

di Uj, V dt )\ di \^qi ) '^qi \ dl )' 

Zoodra men de aangeduide substitutien uitgevoerd heeft, worden 
ook de canonische vergelijkingen van geheel dezelfde beteekenis. 
Inderdaad ontstaat Hi'^) uit Jï^*"), door dat men in het laatste 

^' — "5 — ^ P^***^ ^^^ '^* schrijft, en er —Ki ^ aan toe- 
voegt. Dus is 

^Si L ^qi Jp^'^'q'^ k ^pr ^qi^q^^^^qi^^' 

en met (51) 

^qi ~ l'^qi ^p^'*^9 k^qi^qk dt T^i^iq/ 
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of (52) wordt 



Hier onderscheidt zich de grootheid tusschen [] slechts daardoor 
van dezelfde zonder [ ] , dat in plaats van pip in de eerste overal 

ü(a) 2. staat. 

Maar de vergelijking (51) laat zich schrijven 

ds^ n_mi 

di l^pipL^'h' ^ ' 

die eveneens van (54) slechts daardoor verschilt, dat in plaats van 

S IC 

;?('■) overal weder p^f — ^— ? staat. 

Met (58) worden dus de formulen, gevonden in § 1 en in deze § 
identisch, ofschoon zij schijnbaar verschilden. 

8. De grond hiervan ligt daarin, dat bij dezelfde krachten meer 
dan ééne ScHERiNG'sche krachtfunctie behooren kan. Want daar deze 
alleen aan de vergelijking (8) behoeft te voldoen, mag men bij elke 
ScHBRiNG'sche krachtfunctie U eene zoodanige Ü' voegen, dat 

voor alle met de voorwaarde?ergelij kingen bestaanbare verplaatsingen 
geldt. Door het invoeren van de ^ / in plaats van de opeenvolgend met 
^„ aangeduide coördinaten, gaat deze vergelijking in het stelsel van 

voor elke l over. Functiën, die voldoen aan deze vergelijkingen, zijn 
bijv. eene standvastige en eene functie van den tijd alleen, zooals JTj. 

De theorie van de betrekkelijke beweging biedt ons , daar -^-r^ volgens 

at 

het voorgaande aan (62) voldoet, een eenvoudig en opmerkelijk voor- 
beeld van twee ScHERiNo'sche krachtfiinctiën voor dezelfde krachten 
aan, wier verschil eene den tijd, de coördinaten en de snelheden be- 
vattende functie is. 

Als tweede ScHERiNG'sche krachtfunctie van de neven- 
krachten van Coriolis vindt men uit deze § dus het verschil 
van de lovende krachten, berekend uit de snelheden in 
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de volstrekte en uit de snelheden in de betrekkelijke 
beweging. 

En dit is terstond in te zien, omdat men, wegens de symmetrie 
van de vergelijkingen van Schering ten opzichte van de levende 
kracht en de krachtfunctie, willekeurige deelen van de eerste als tot 
de tweede behoorende kan beschouwen. 



§ 3. De storingsfunetie voor de betrekkelijke beweging. Uitbreiding 
van de storingsvergelykingen van Schering. 

9. In § 1 hebben wij voor het geval, dat de krachtfunctie de 
snelheden niet, of lineair, bevat voor de storingsfdnctie, volgens (38) 
en (34), gevonden 

5=-Z-e-Z,,+ .22i^l^]J^ (63) 

Men kan in de storingsfunctie in plaats van L^s eenvoudig L 

schrijven, want Z^, verkrijgt men door in L voor de q hunne waar- 
den in de p' van de ongestoorde beweging uitgedrukt te schrijven. 

Daar echter de storingsfunotie met behulp van de integralen der 
ongestoorde beweging moet worden uitgedrukt, is het onverschillig 

of men terstond de / in i in de elementen, of de q eerst in de p', 
en ^eze dan met behulp van de integraalvergelijkingen in de elemen- 
ten uitdrukt. 

, ^^ ^ii ^i 1 ^J) 
r * d^,. ?q, D^{r.s) 

kan , evenals G (zie n°. 2) , worden opgevat als eene levende kracht ; 
namelijk als die, welke behoort bij de snelheidsverdeeling, bepaald 
door 

y^ =Pr> 

d. i. door 

Bij deze snelheidsverdeeling is tevens de levende kracht gelijk de 
halve overeenkomstige grootheid L. Men kan eindelijk aan 



Ö — i 2 2 
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dz; ?i 1 dD 



r s 



een anderen merkwaardigen vorm geven. Volgens (9) is 

—r^ = m.{(3zi — yyi), — r =^ ««^(^0?^ — ö:;?^), 

—r-==nii{xyi—(3xi); 
dus met (7) ook 

^ i niiWèxi^ ^"èy.J \^zj ^ 

Wanneer men nu die functiën der a?i, y£, z^^ welke volgens de voonvaar- 
devergelijkingen standvastig zijn , van deze beperking afziende , aan de 
q toevoegt, zoo verkrijgt men een stel onafhankelijke coördinaten, 
in aantal gelijk aan dat der rechthoekige; en is geheel algemeen 

Vormen wij nu als in (21) de verdere (/•.«), waartoe de toevoeging 
der nieuwe q aanleiding geeft, en noemen wij eindelijk als in (24) 
de determinante, uit al de (r . «), D; dan is 

2 1 (^Jz ^ 4- ^ ^ + hlhj] — ^ ^^ , . (64) 
zooals wij later bewijzen zullen, en wordt 

waar rechts over het geheele aangevulde stelsel der onafhankelijke 
coördinaten moet worden gesommeerd, en de subdeterminanten van D 
voor alle waarden van r en *, die op de voorwaardevergelijkingen be- 
trekking hebben, gelijk O zijn. 

Voor een stelsel van vrije punten is D^i), en is dit deel 
van de storingsfiinctie dus nul; zoodat alleen het eerste 

/S = -(Z+Z) (66) 

overblijft, dat door de eenvoudige meetkundige beteekenis vanJTenZ 
uiterst eenvoudig van vorm en beteekenis is. 

Het tweede gedeelte van de storingsfunctie, dat van de voorwaarde- 
vergelijkingen afhangt, is, zooals wij in Hoofdstuk III aan zullen 
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toonen, bijv. ook nul voor het geval van een vast onveerkrachtig 
lichaam, dat vrij om een punt kan draaien. Voor een carda- 
nisch opgehangen slinger zullen wij echter in Hoofdstuk III zien, 
dat het niet nul, maar onafhankelijk is van de ontbondene der 
draaiingssnelheid van het coördinatenstelsel volgens het vaste mes van 
den slinger. 

Merkt men nog op, dat het eerste deel van de storingsfunctie ten 
opzichte van », P, y van den eersten, het tweede van den tweeden 
graad is, zoo blijkt, dat de storingen van de eerste orde, 
die de beweging der coördinatenassen in de beweging 
van een gegeven stelsel van stoffelijke punten ten op- 
zichte van deze brengt, steeds, alsof die punten geheel 
vrij waren, bepaald worden door de uiterst eenvoudige 
storingsfunctie — (JT+Z), en dat de beperking van de 
beweging dier p'unten door voorwaardevergelijkingen 
slechts tot de toevoeging van eene, van die voorwaar- 
den afhankelijke, storingsfunctie van de tweede orde 
aanleiding geeft. 

10. Wij zullen nu (64) bewijzen, hetgeen met behulp van bekende 
stellingen over de determinanten gemakkelijjk is. 

jye Sn coördinaten x^ .... 2^3, , elk vermenigvuldigd met den vier- 
kantswortel uit de bijbehoorende massa, duiden wij door ^j . . . . fj, 
aan; — zoodat 

en de onafhankelijke coördinaten, 3» functiën van deze ^, door 
^1 7 3,. Verder vormen wij de functionaaldeterminante 



Q = 






Dan is 



iin 



^i, 



Mi» 



d?i~Qjd|i' 



dus 



»? 



.' = -^2 



7)0. 



13- 



• d 



^q, 



^9, 
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Laat nu (r . «) en D in de beteekenis, die wij er bij (65) aan 
hechtten, gebezigd worden, zoo is D wat Ba.ltzer (Determ. 4« Aufl. 
pg. 46) de determinante van het gecomponeerde stelsel 



dj, 






3?. 



?• 



.H^n 



^Sin 



noemt. Zij is het vierkant van de detenninante van elk dezer stelsels 
afzonderlijk, dus 

Dus is wegens 

afgezien van het teeken, 

SP 
d(r.«) 

de determinante uit het gecomponeerde stelsel 



Ht 






• • • 












• • • 









»?,» 



• • 



d?*-l 



waar in elk stelsel het aantal regels een minder is dan het aantal 
kolommen en in elke kolom de wijzers der g van r-f 1 tot r^l 
cyclisch op elkander volgen. Deze determinante is de som van al 
die producten 



»?» 



ir+l 









^^,0 



• • 



ir-l 



^l. 



i—t 



llj_ 
'?.-. 



d?«, 


• • • "^ 

* 


H„ 


• • • -N 



welke men verkrijgt, wanneer men voqr de kolommen wyzers t «7, 

de verbindingen 3» — 1 aan 3«— 1 uit de 3» mogelijke wijzers 
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neemt, en die dus 3» in aantal zijn. HJet teeken, dat aan deze som 
van producten moet worden gegeven, is <-)- of^ —> ^ i^^i* dat r, r-f 1, 
. . ., r— 1, en *> » + l, . . ., »— 1, ver»chtkklog«n van dezelfde of van 
verschillende klasse van de rangnummers van het stelsel zijn. In dk 
enkel product, waar het element i niet onder de ^, «;.... voor- 
komt, kan men in elk der beide factoren de kolommen zoo verwis- 
selen, dat de kolomnummers cyclisch op elkaar volgen als t + l, 

t-f2, »— 1; dit geeft in het teeken van het product, daar in 

beide factoren dezelfde verwisseling plaats grijpt, geene verandering; 
daarom kan de som van de producten gesclireven worden 



1=3» 



aii 



+1 



^9r + i 






^?r-l <*?.•-! 






^ï.+ l 



• • • 



?*-! 



Nu is echter de bepaling, dat het teeken van deze som -|- of — ge- 
nomen worden moet , al naar mate r, r + 1 , . . . . , r — 1, en «, « -|- 1, 

, « — 1, verschikkingen van dezelfde of velschillende klassen zijn, 

hetzelfde als dat aan elke factor van elk product het teeken -|- of — 
gegeven wordt, al naar mate i, ï -|- 1, . . . , »— 1, en r, f -J 1, * . . , r — 1 , 
respective «,«-fl,...., «—1, ent, i-{-l, . , , ,,i — l, verschikkingen 
van dezelfde of verschillende klasse zijn. Met dit teeken wordt ech- 
ter, volgens de bekende vorming van de subdeterminanten uit Q, 

elke factor tot de adjuncte van die 5— , waarvan i en r in hem niet 

voorkomen. 

De bovenstaande som wordt dus 






dus 






}iq, 



^?. 



wat bewezen moest worden. 

11. Wij zullen hier nog aangeven^ welken vorm de canonische 
storingsvergelijkingen, die Schering niigeliteid heeft tot h«t geval, 
dat zijne krachtfunctie de snelheden bevat, aannemen, wanneer nog 
andere storende krachten (bg de bepaling van de betrekkelijke beweging 

6 
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bijv.) in aanmerking genomen moeten worden, die men niet in de 
ScHEBiNG'sche krachtfdnctie V (zie (8)) opnemen kan , of niet opgenomen 
heeft. Laat deze storende krachten op het punt m.^ X(**, yi*), ^f*) 
zijn, en hieruit 

gevormd worden. Dan moeten de differentiaalvergelijkingen voor 
(Pj ^ deze als functiën van t zoo bepalen, dat aan 

'dpr~ dt' ^qr dt'^ '' dt~lU 

voldaan wordt, (p en ^ zijn weder de in (16) bepaalde functiën 
van p en g', d. w. z. de integralen van het ongestoorde vraagstuk E, 
Identisch is 

dt T iqr dt r ^Pr dê ' d/ 



d0 
dt 



T \^qr ^Pr ^Pr ^qr/ ^t r ^Pr *' 



Volgens formulen, die ik eenvoudig aan de verhandeling van 
ScHERiNQ zal ontleenen, namelijk die aldaar met [15] aangegeven 
zijn -), is echter 

/'^^P ÖE ^t/; 'èE\ ?;/; 

r \^Pr ^qr ^?r ^Pr^ ^^' 

/"dCt) dE 'è0 dEx _^'d0 

r V^Pr ^?r " Wr ^r ) ~ ^ ' 

dus 



dj^ 
dt 



r V ^Pr ^qr ^qr ^Pr) r ^Pr 

dt T\ dpr ^qr ^qr ^P'') r^Pr *" ' 

Beschouwen wij nu in de som 



2 pi^ QW, 



r 

r 



die uit eene reeks van termen 



1) L. c. AhhandL der math. Claste, Bd. XVIII. S. 45. 



83 



bestaat, een van deze* Hiervoor kan ook geschreven worden 
daar x onafhankelijk van p is; of ook 

Air \<^i?r ^Qr ^Sr ^Pr / ^^* 

of, daar, volgens de bij Schering eveneens met [15] aangegeven 
vergelijkingen, 

^ \ ^ — ^ 5 — ^5 — I = ü, voor k<>L 

r \^Pr ^qr ^?r ^Pr^ ^ 

2 r 5 rr ^ ) = 1, VOOt ^ =: I» 



maar 
is. 






'm 

Het overige eveneens behandelende, komt er 



en, met eene laatste vergel^king van het stelsel [16] in de verhande- 
ling van Schering, 

r \^Pr ^9r ^fr ^Pr ) ' 

evenzoo 

Deze uitbreiding van Scheeings theorie, die wij toe zullen passen 
op de berekening van den invloed der wrijving bij onze slinger- 
proeven, levert dus niet de minste moeilijkheid op. 

Heeft men de storende krachten , . afkomstig van de beweging van 
het coördinatenstelsel bij een vraagstuk over betrekkelijke beweging, 
waarvoor de karakteristieke functie, afgezien van de beweging der 

6* 
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coördinatenassen , J^ zou zijn, niet in de krachtfunctie opgenomen, en 
komen er geene andere storende krachten voor, zoo zijn X^'\ I]"*^. Z^^\ 

de ontbondenen van de nèvenkrachten Tan Couiolts; H-^E wordt 
nul, en de differentiaalvergelijkingen voor de door de beweging van het 
coördinatenstelsel gestoorde beweging E, (67) en (68), gaan over in 

_ ^ _2 r^p.) h± +!'(;) ^ -u^.) ^1 , 
dt -f L 'ï*45«^ 'dep™ • '?<pj' 

dt -r L 'dV'».^ 'J^^/^m^ ' ^-pJ 

Deze vergelijkingen zijn inderdaad door Dumas ') gebruikt om de 
beweging van den enkelvoudigen slinger met inachtneming van de 
draaiing der aarde na te gaan. Daarentegen hebben H aksen ^) en 
PoissoN op vraagstukken van beweging aan 't aardoppervlak de ge- 
wone theorie van de variatie der standvastigen bij diflPerentiaalverge- 
.lijkingen toegepast, zonder de vereenvoudiging, die de theorie van 
Hamilton-Jacobi veroorlooft. 



§ 4. Over het beginsel van den laatsten mnltiplicator in de 

betrekkclijhe heiceging, 

12. Het nut van de beginselen van de levende kracht, van de 
beweging van het zwaartepunt, en van de perken voor de integratie 
van de differentiaalvergelijkingen der betrekkelijke beweging van een 
willekeurig stelsel stoffelijke punten in een rechthoekig coördinaten- 
stelsel, dat de meest algemeene beweging van een vast, on veerkrachtig 
Uobaam bezit, heieft CouiOrtis aangeduid. Van deze beginselen blijft 
alleen dat van de levende kracht in het algemeen voor de betrekke- 
lijke beweging geldig. In het volgende zal ik aantoonen, dat ook 
het beginsel van den laatsten miiltiplicator, wanneer het, zonder hulp 
van de integraalvergelijkingen der beweging, geldt, deze gewichtige 
eigenschap bezit. 

In de XVII Vorlemng üher Dynamik heeft Jacobt den mnltiplicator 
bepaald voor de differeatiaalvergel^kingen (1). Daarbij onderstelt hij 
stilzwijgend, dat de <J), ia (2) den tijd niet bevatten. Terwijl wij 
voorloopig aan de eveneens door hein ingevoerde beperking, dat «de 



^ Journal von Crelle, Bd. 50. 

9) Neue Sehrifién. 4er Iktimger Gesellsehaft. Bd. 5. 
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Xi, Zj, Zi de snelheden niet bevatten moeten, vasthouden, willen 
wij ons van deze onwezentlijke veronderstelling bevrijden. Noemen 
wij de coördinaten op elkaar volgend f ^ , de krachtontboudenen H/ , 
de daarbij hoorende massa's /e^/, zoodat 



t 

SI 



^11 SJ V\y S3 — ^\y §♦ ^J>«-»> SSn ^ni 



2i==-Xi* S,=y,, Hj==Z,, H^=Xj,..., Hs„=^;,, (68) 
zoo gaan de vergelijkingen (1) over in 

Het beginsel van den laatsten multiplicatpr geldt, wanneer 

een volledig differentiaalquotient naar den tijd is , en de multiplicator 
M van (69) wordt dan bepaald door 

i^^^F=0 (71) 

al 

Om F te bepalen moeten wij de — — vinden. Elk der vergelijkin- 

gen (^^ = O geeft, tweemaal achtereenvolgens naar den tijd gediffe- 
rentieerd, eene vergelijking van den vorm 



• • 



^^?'+22i;%?.+ 2z41|;-5,?„=0, . . (72) 
en het symbool 

bij de substitutie van (69) in (72) invoerende, gaan deze over in 
2[r.#]A. + 22^ti,+S2j|^i,?„+ri^S^0;(74) 
dus, naar |; differentieerende, 

Dit zijn dezelfde vergelijkingen als 



^ 
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dA 



die Jacobi, bl. 137 van zijne Vorlemngeuy yerkrijgt in de onderstel- 
ling, dat de 0^ van t vrij zijn. Vormen wij nu met Jagobi de 
determinante uit de [^ . «] > ^t 

[1.1].... [l.t»] 



A = 



• [f.«] 
[i» . 1] ... [a • «i] 



(77) 



die wegens [/•.«] = [«. r] de eigenschap 

dA dA 



d[r.*]""d[«.r] ^^^^ 

heeft, en als eene som van vierkanten kan worden voorgesteld; zoo 
komt er 

^A^_ ^A d_ /a$_ 



— A 



'^ 



en volgens (70) 

dus, met (78) en (73) de sommatie over alle verschillende verbindin- 
gen van r en a uitstrekkende, 



F=—^ 2Z 



dA d 



A .. . 'd\r.ê]dt 



[r.«], 



of 



F=z — 






en volgens (71), afgezien van een standvastigen factor, 

3f=A (79) 

Wanneer dus de werkende krachten slechts aan de voorwaarde vol- 
doen, dat zij de snelheden niet bevatten, geldt het beginsel van den 
laatsten multiplicator ook voor het geval, dat de beweging aan wil- 
lekeurige voorwaardevergelijkingen , die ook den tijd bevatten 
mogen, gebonden is; en is de multiplicator van den eersten ver- 
gelijkingsvorm van Lagrange de determinante A, gevormd uit die 
voorwaarden. 
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13. Beschouwen wij nu het geval, dat de krachtontbondenen &i 
in 't algemeen de snelheden bevatten, maar zoo, dat voor de vrije 
beweging der punten het beginsel van den laatsten multiplicator 
geldt, d. w. z. 

xl^ = ^. (80) 

een volledig differentiaalquotient naar den tijd is. Zal men iets over 
de geldigheid van het bedoelde beginsel in de aan voorwaarden ge- 
bonden beweging vooruit kunnen bepalen, zoo moet (80) onafhan- 
kelijk van de integraalvergelijkingen van het vraagstuk, die immers 
in de beweging van het onvrije stelsel in 't algemeen anders worden, 
waar zijn, en dus uit de differentiaalvergelijkiügen van het vr\je stel- 
sel volgen. Anders zal in 't algemeen het beginsel van den laatsten 
multiplicator geene toepassing vinden, wanneer de beweging der pun- 
ten aan de voorwaarden onderworpen wordt. 

Met deze onderstelling verkrijgt men uit (74) in plaats van (75) 
de volgende 

en in plaats van (76) 

Dus wordt 

Volgens (70) dus weder F vormende 
i^=^_l^^-^_l222:S-l^^^^-^ (81) 

hetgeen in 't algemeen geen volledig differentiaalquotient naar t is. 
Was dus de stelling van den laatsten multiplicator geldig voor de 
vrije beweging, zoo is dit in het algemeen niet meer het geval voor 
de onvrije. 

Heeft men echter 

n *? n ï? » 



voor alle m en It dus ook 



. (82) 
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^"' = o, 

zoo is weer volgens (78), (81), (82) 

F dl^A 

"dT' 

dN 
en omdeit — -• a\il is, i£ = A. 
at 

Een Yoorbeeld hiervan is de betrekkelijke beweging, wanneer, afgezien 

van de beweging van het coördinatenstelsel, voor elke m tn l 

is, en' dus het beginsel van den laatsten multiplicator voor de vr^e 
beweging der punten onafhankelijk van de integraalvergelijkingen zou 
gelden. 

1.4« YQor de moer nauwkeurige beschouwing van den multiplicator 
in de betrekkelijke beweging zullen wij echter tot (1) en (5) terug- 
keeren. Het bedoelde beginsel gelde weder voor (1) zonder hulp van 
hunne integralen, dus z\j 

^^^_0, a^a^l ^ (83) 

een volledig diffi^entiaalquotient naar den t\jd. Dit geval sluit het 
vorige als bizonder geval in zich. Zal hetzelfde voor de vergelijkin- 
gen (5) het geval zijn, zoo moet 

dus met (83) en omdat X* ¥% Zi de snelheden niet bevatten. 
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+ ^2LiII^)^1 (84) 

een volledig differentiaalquotient naar den tijd zijn. Dit is het geval, 
want het is gemakkelijk te bewijzen, dat 

jB=0 (85) 

Immers wanneer wij de vergelijkingen, die door tweemaal herhaalde 
differentiatie der (^^ z=: O naar den tijd ontstaan, 

schrijven , waar * ^ de tweede differentiaalquotienten van de coör- 
dinaten naar den tijd niet bevat , en weder [r . s] invoeren , waar- 
voor (73) nu tot 

Fr «1 = S — (— ^ +^'- -^* + ^ l^) 
wordt, zoo zijn de vergelijkingen ter bepaling van A'^ en A^ 

+ |^(/3i,-«ir,)}=0j 
oZi f 

en dus die ter bepaling van A', — A^ 

waar A, de snelheden niet bevat. Dus met (77) 



^ 
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waar A' , weder de snelheden niet bevat. Nu kunnen wij B vormen. 
Voor elke t is 



+ 






dus ook B, dat uit eene som yan zulke leden bestaat; waarmede 
(85) bewezen is. De multiplicator voor de betrekkelijke beweging is dus 
dezelfde, als wanneer de coördinatenassen in rust waren. 

15. Neemt men in plaats yan de rechthoekige coördinaten wille- 
keurige andere functiën q, van de rr,-, ^^ ^j> ^ ^^ gelijk aantal 
als de ^Tf , ^, , ^, in de vergelijkingen, die uit (1) door weglating 
van ^'^^ ontstaan, of de %i in (68), zoo komt voor (69) 

en Cf de determinante van de Z, = -r — noemende , 

^gs 

volgt met (83) en met eene bekende eigenschap der functionaaldetermi- 
nanten, nl. 

9£,_ 1 ^ 

dat ook nu 

een yolledig diiferentiaalquotient naar den tijd is; zoodat het beginsel 
van den laatsten multiplicator blijft bestaan, wanneer men in de ver- 
gelijkingen, waarin (1) door weglating van ^ *" ^ bij de krachtontbondenen 
overgaan, willekeurige q, invoert. Nemen wy nu de bewegingsver- 
gelijkingen in den vorm 
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geschreven aan, waar Hf de a?,, y,, z^ niet beyat; substitueert men 
in deze de eene keer (1) met weglating van ^'^^, de andere keer 
(5), zoo komt men in 'teerste geval op (86), in 't tweede met (84) op 

tö^, ^ Q! dt' 

dus volgens (86) op denzelfden vorm; zoodat ook bij deze keuze der 
coördinaten de multiplicator in de betrekkelijke beweging dezelfde is , 
als wanneer men de beweging der coördinatenassen buiten rekening 
laat. Zijn de q, zoo gekozen, dat de gezamentlijke fimctiën $^, die 
volgens de voorwaardevergelijkingen in de beweging standvastig zijn, 
er onder voorkomen en de overige de onafhankelijke coördinaten zijn; 
zoo zijn (87) die vergelijkingen, welke men verkrijgt door oplossing 
naar de q, van de vergelijkingen in den tweeden vorm van Lagranoe 






waar men in Q,, bepaald door 

de waarden van x, uit den eersten vergelijkingsvorm van Lagrange 
substitueeren moet. Ook voor deze blijft dus de multiplicator in de 
betrekkelijke beweging dezelfde, alsof de coördinatenassen in rust waren. 
Beschouwen wij nu Hamilton's vorm der bewegingsvergelijkingen. 
Stelt men 

dan zijn 

dp', IK^n ll'_!^' 

dt ~ d?. "*■"" dt ~V,' 
waar Q, weer Tolgens (88) bepaald moet worden, de bewegings- 
vergel^kingen in den vorm van Hauilton. Voor het stelsel 



dt 



: . ..:rf<7, : . . .: rfi> , . . .=1: . . .: ^^ . . .: (^— ^ + Q, j: ... 



geldt het meer genoemde beginsel, wanneer 
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een volledig differentiaalquotient naar den tyd is. Wij blijven door 
Q, de uitkomst van de substitutie van (1), met weglating van ^'^ 
in (88) aanduiden, en geven met Q', dat van de substitutie van (5) 
aan. Dan moet bewezen worden, dat 

eene volledige afgeleide naar dea tijd is. Nu is 



Q' 



^''i i ' o'. \ i ^y* 



waar in Q" , geene snelheden voorkomen. 
Volgens (19) dus 



omoat 






daar volgens (26) en (25) 

is, en voor de leden, met |3 en « venaenigvuldigd , geheel overeen- 
komstige uitdmkkingen komen. 

Eindeljïik willen w\j nog het bizondere geval beschouwen, dat de 
vergelijjkingett van Hahilton afgezien van de beweging van het coör- 
dinatenstelsel in den canonischen vorm kunnen worden gebracht; 
dan moet (zien°. 8), wanneer in (88) de (1), met weglating van ^•'^, 
ingevoerd worden, 

zijn, en is de functie Uy die hieraan voldoet, de ScHERiNo'sche 
krachtfunctie voor de J, , T^ Zt. Deze geeft de canonische 
differentiaalvergelgkingen volgens (12), (IS), (14). Ofschoon men 
nu de vergelijkingen, die door de invoering van (5) in (88) ontstaan, 
ook in den canonischen vorm kan brengen, willen wij aannemen, 
dat dit niet geschied is; zoodat dus in plaats van (14) 
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komen ; waar E de karakteristieke fu»ctie voor de 'ongestoorde bewe- 
ging is. Afgezien van de beweging vaü het coördinatenstelsel zou 
men echter (14) hebben, of 

^E ^E 

dl: . . .idqgi . . .: aps : . . .= 1 : , . 



• • • • 



voor welke het beginsel van den laatsten multiplicator steeds geldt, 
en wanneer men, gelijk in het vorige geval, Q' , — Q, ontwikkelt 

en weer opmerkt, dat ook nu ——==^-2— is, vindt men dat het 

ook geldt voor de vergelijkingen (89). 

Voor alle vormen van de bewegingsvergelijkingen vinden wij dus, 
dat het beginsel van den laatsten multiplicator van toe- 
passing is op de betrekkelijke beweging, wanneer dit 
afgezien van do beweging der coördinatenassen zonder 
hulp der integralen bet geval is. 



HOOFDSTUK IL 



DE VERSCHIJNSELEN, T>TE VOOR DE BETREKKELIJKE BEWEGING 
DE BETEEKENIS nEBBEN VAN DE FIGUREN VAN LISSAJOUS 

VOOR DE VOLSTREKTE. 



§ 1. Be canoniscJie elementen voor de jiguren van Lissajous. Diffe- 
rentiaal' en Integraalvergelijkingen voor de gestoorde elementen, 

16. Een voor natuurkundige toepassingen (zie Hoofdst. III) zeer 
belangrijk geval van betrekkelijke beweging, is dat van een punt ï, 
hetwelk bij zijne beweging in een plat vlak , dat om een vast punt 
draait, moet blijven, en ten opzichte van de oogenblikkelijke ligging 
van een rechthoekig, vast met dat vlak verbonden, coördinatenstelsel 
der a?, y, welks oorsprong in het draaipunt valt, aan de werking 
van de krachtfunctie. 

m'^=z^\{p^x,'^^q^y,'^) (90) 

onderworpen is, waar jp* en q^ positieve stand vastigen zijn. Wij 
zullen dit vraagstuk volgens de methoden , die in het vorige hoofd- 
stuk zijn uiteengezet, behandelen. 
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Wanneer de x, y-assen in rust waren , zou de karakteristieke 
functie JS, daar volgens (12) 

gesteld moet worden, volgens (13) 

zijn. 
De karakteristieke functie der betrekkelijke beweging is 

Beschouwen wij de beweging, die plaats grijpt, wanneer de x, 
y-assen met hun vlak om den oorsprong draaien, als gestoorde 
beweging, en stellen wij de draaiingssnelheid van het «y-vlak on- 
eindig klein; zoo bl\jft van de storingsfunctie, bij verwaarloozing van 
oneindig kleinen van hoogere orde, slechts het gedeelte van de eer- 
ste orde over; dus, nog nii z=.l aannemende, alleen 

S=-i;=-,(..^-,.^) ....(91) 

De gedeeltelijke differentiaalvergelijking voor de ongestoorde bewe- 
ging wordt tot 

en laat zich splitsen in 

^^ = —A, of r=—Ai-{-jr, 

waar k de standvastige der levende kracht is, en 

deze laatste laat zich weer splitsen in 
j^ ■^ur 

5ir = V^ V'ï — «o — ijB'j^t' en y- =yfï yJ«o — iq*y,*; 

dus wordt 

dr= — hdt + v/2«o — ?Vi*#< + V^Ci — aoT—i»' «•*<?« o 
waar h en «, de twee canonische standrastigen- zijn ; en z^'n de ca- 
nonische integralen 

'bV C dy, C dx, 



»o J yJü»o — q*y>* J 



= -/3„ 



^^ f\ f ^^' - - 
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wanneer (3^^ en t twee nieuwe willekeurige stand vastigen aanduiden. 
Men kan er ook voor schrijven 



P 9. 

waaruit blijkt, dat de beweging van het punt uit twee harmonische 
trillingen is samengesteld; of 

•X. = - V2(A — «o) Sinpt\ y, = - \j2x Sinql" , 
P 9 

voor l'=l^T, r=^ — T — iSo, } (93) 



terwijl /?i = yj2[h — XQ)Cospi', p^ = yfÏÏ^Cosqf', 

Dit zijn de vergelijkingen van de figuren van Lissajous voor de 

sUngertiideu — en — . 

P 9. 

Met behulp van deze neemt de storingsfunctie volgens (91) den vorm 
S = — \l{i — Xo)x^{pSitiqr. Co8pt'-'qSinpt\Co8qr) = 

==^ ^iA-cc,)x,(^-^Sin{pl'^qn+^Sin{pl'+qn) 

aan, en is dus S eene kleine grootheid van de eerste orde. Vol- 
gens (17) 

_^_dT 

dS_dA 
^T~di' ) 

vormende, komen links overal grootheden van de eerste orde, welke 
den tijd slechts in periodische functiën bevatten; dus kan de invloed 
van de draaiing van het coördinatenstelsel, die wij standvastig 
stellen willen, slechts dan merkbaar worden, wanneer de groot- 
heden links, gedurende een, met den slingertijd vergeleken, groot 
tijdsverloop, hetzelfde teeken behouden. De termen links, afkomstig 
van het gedeelte van S, dat den factor Sin{pt' ^ qt') bevat, dragen 
niets tot de merkbare verschijnselen bij , en de geheele S zelf heeft 
slechts dan invloed, wanneer 

T, = qf-pt' (95) 

eene langzaam aangroeiiende grootheid, d. w. z. q — p eene kleine groot- 
heid van de orde van y is. 





~ dt 


7)8 
d/3, 


d»t 

at 



(94) 
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Dus worden alleen de figuren van Libsajoüs behoorendé 
bij zeer weinig verschillende slingertijden in twee lood- 
recht op elkaar staande richtingen door eene langzame 
standvastige draaiing der coördinatenassen, en wel alleen 
door de ontbondene der draaiingssnelheid loodrecht op 
hun vlak, merkbaar gewijzigd; die, behoorendé bij andere 
verhoudingen der slingertijden, niet. 

Wij behoeven dus verder alleen het geval, dat q — p van de 
orde van y is nategaan; dan wordt 

^=7 \l(k^cc,)cc,SinT, (96) 

17. Om de door (93) uitgedrukte figuren van Lissajous of de 
ongestoorde beweging gemakkelijker te overzien, willen wij 

Xi = f^i Sin ^0 , y i = A 1 Sin ^o + ^ j Oo8 Iq 
schrijven, waar 



yj2(h-c,,) ^ _ V2«o^..^ . _ V2 



«o 



/*, = ^-^ '-\ Ai=-^ '-CosT,, A,= -^^l^^«To, (97) 

P ^ P 

is , en Tq gedurende eene slingering slechts onmerkbaar verandert. Er 
blijkt uit, dat gedurende eene slingering de baan van het punt slechts 
onmerkbaar van eene ellips afwijkt, wier vergelijking 

A*i'yi* + (Ai* + A,*)ar,«-2AiiM,af,y, = A,*A.i» . . (98) 

men door eliminatie van t^ uit (97) vindt. Vergelijken wij met deze 
ellips eene, wier groote as positief naar links X van de ar-as afwijkt 
(zie fig. 1), en die ten opzichte van de richting vi der groote (2 a) 
en ? der kleine (2^) as door 

wordt bepaald. Tusschen de coördinaten x^, yi en §, *ï bestaan, 
tengevolge van deze keuze de volgende betrekkingen. 

fi =.Xi Cos X 4" y i Sin X, 
5 = — y j CosX-\' X i Sin X; 

en de vergelijking van de ellips wordt dus 

, fCos^X . Sin^X\ . , /Sifi^X . Cos^ X\ . 

. ^ SinX.CosX ^.. ov , /««x 

+ ^'^*^^ a^b' (^^-^^) = 1 (99) 

De vergelijking van (98) met (99) geeft 

JL_ _ Cos^X Sin^X 
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A,V(' ■" è* "^ a» ' 
Hieruit volgt 

en met (97) 



^ /^7^=^v^^"^ — '^ ^'' 

of, wanneer men nog voor de verhouding van de kleine as tot de 
groote Tgx invoert, en 

«' = y • (100) 

schrijft , 

^ \ \ (101) 

^in%X, Cos2x =2 \Jci'{l-af) CoêT^. ' 

Deze vergelijkingen drukken vorm en ligging van de slingerings- 
ellips zeer eenvoudig in de canonische grootheden uit. Om de meet- 
kundige beteekenis van ec aan te geven, construeeren wij den omge- 
schreven rechthoek van de ellips, wiens zijden met de coördinatenassen 
evenwijdig loopen. De hoekpunten daarvan vallen voor elke waarde van 

/ (zie fig. 1) op den cirkel , met den straal \l 'Sdk om den oorsprong 
beschreven, en 

De zin van de beweging in de baan is, overeenkomstig met 
fig. 1, links- of rechtsdraaiend , al naarmate ^ f — ) positief of 

negatief is. Het teeken hiervan, of wat hetzelfde is, van a?,| -|^ — y < -^ 

at at 

is volgens (91) en (96) het tegengestelde van dat van SinTQ, Om den 
zin van de beweging in de ellips aan te geven , willen wij ons steeds, als 
bij de beschouwing van fig. 1, plaatsen aan die zijde van het a?y-vlak, 
van waaruit gezien de y-as links omgaande op de y-as volgt; bij de 
gewone keuze van onze rechthoekige drieassige coördinatenstelsels zou 
hier dus de positieve z-as liggen. Yan deze zijde van het vlak de bewe- 
ging in de baan beschouwende, zullen wij met [+]'' of [— ]** aanduiden, 
dat zij rechts omgaande of links omgaande plaats heeft. De vergelijking 

SinT^,= [±y yJSin Tq (102) 

7 
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bepaalt dan of men [+]'' of [— ]*" moet nemen, en leert dus uit 
SitiTq den zin yan de beweging kennen. 

18. Gaan wij nu over tot de gestoorde beweging. Stelt men (96) 
in (94), en merkt men op, dat t in T^ slechts met den oneindig 
kleinen factor j» — y vermenigvuldigd optreedt, zoo wordt tot op kleine 
grootheden van de tweede orde 

g = o (103) 

overeenkomstig met de wet van levende kracht, die geheel streng 
voor de betrekkelijke beweging blijft gelden, wanneer y standvastig 
is. Dat hier afwykingen van de tweede orde voorkomen kunnen , is 
te wijten aan het verwaarloozen van grootheden, die op het merk- 
bare deel der verschynselen geen invloed kunnen hebben. 
Verder vindt men zoo 

dJ^^_YA^2»^ (104) 

^■^zzz-Zyy/l^^ïr^^CosTg, (105) 

^=-- -r—^'— ^ SinT, (106) 

In plaats van (104) willen wq nemen 

dt V(A-«o)«o 

wanneer weer de grootheden van de tweede orde 

verwaarloosd worden. Heeft men (104) en (105) geintegreerd , zoo 
volgt T door eene quadratuur. Wij zullen nog «', hetwelk wij te 
voren (zie (100)) bepaalden, invoeren, waardoor de te integreeren 
vergelykingcn , daar h volgens (103) standvastig is, 

^=2-2yV«'(l-«'J^ö«r,, (107) 

til={q^p)^y-^=^SmT, (108) 

dt V «(!-«) 

worden. Uit beiden volgt 

d7'—'dtdu;_~ 2y\/x'{l-x')CosT, 2«'(l-«') ^ « " 

dt 



oT 
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idus de integraal 



---/^•^"■(-(/Sl^j'i?) 



waar ƒ eene willekeurige standvastige is; of 

, (/— A«'), 



«wTo = -r-j (/-A«') (109) 



wanneer wij stellen 



dus 

± 



^^Vy' (11«) 



Co,T, = - -^-— \/{l + 2/AJ«'-«'»(l+A')-/« . (111) 
Volgens (107) 



ƒ 



^'=T^\/«'(l + 2/A)-/>-«"(l + A»). 



«"T — r r du, 

~~ "*"^ J \/ï(ï+2>'A)»-/ »(l+A')-[(l+A«)«'-|(l + 3/A)]» ■ 

Daar het teeken van Öj^Tq met den tijd veranderen kan, en dien- 
overeenkomstig voor elk tijdselement + of — gekozen moet worden, 
mag niet geschreven worden 

ƒ qp ^-^ dt = T ƒ ^ dt. 

Stelt men een oogenblik 

|.(l + 2/A)'-/'(l + A')s=*'. 
(! + /«)«'_ t(i^2^;,):-y, 
zoo komt 

\ C dy 1 * , /*' ff— JB . 

— , I , — := , ^rc«» r + standv. =i I X i — - dt, 

Vl+A'J V**-if* Vl + A« * J« A 

of 

a(i+A^)»'-(ij:VA)^ ....,./ A Vï±A^(^.^),,^^A (111) 
v/(i+a/A)*-V*(i+^') ^•^» ^ ^ 

wanneer o' de nieuwe willekeurige standvastige is; dus 

-2(1+A') 2(1 + A' Vjo^ A ""^ ^> ^^ )' 

(112) 

7* 
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V « (1 - « ) 
met (111). 

Nu kunnen wij de vergelijkingen opstellen, waarin (101) in de 

gestoorde beweging overgaan. Met (101) en (107) wordt 

Sm2X.Co82x = -^ = 

q—p at 

VI + A* \Jo A 

Vl + A* Vjo ^ 

Evenzoo volgt uit (101) en (112) 

Cos^X. Cos2x = 1- \tl^ I 

(114) 
Wij voeren nu vooreerst 4^ in, bepaald door 

^-^ = X = -Cotff4', 0<4/<180^ (115) 

Verder merken wij op, dat in (113) -^ — l—-?—-—-JL^ niet 

Vl + A* 

grooter dan 1 zijn kan, omdat de Cosinus aan de rechterzijde de 
waarde 1 in verloop van tijd kan bereiken , en voor reëele verschijn- 
selen de linkerzijde van (113) niet grooter dan 1 mag worden. 
Wij kunnen deze standvastige positieve coëfficiënt dus aan Sin e' 
gelijkstellen, en e' zoo kiezen, dat 0<g'<180'; terwijl eindelijk 
de keuze 

-^^^ =-(7o«e' (116) 

Vl + A» 

het quadrant van e' geheel bepaalt. • Daar 



wordt met 



v^^^=.4. 



'^ = -'±^'^'' /=90O-2y. (117) 






).(118) 
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8in2 X . Co82x = ±Sin6' . Sin2{D' + y). 

Volgens (111) en (101), en omdat de wortelteekens hier overal de 

positieve wortels aanduiden, moet het teeken ± gekozen worden 

Sin2X 
ffeliik aan dat van , . Verandert in verloop van tijd het 

teeken van Sin2X, dan gaat Sin2Xen dus, volgens (118), 5ï»2(D'+5') 
gelijktijdig door nul; dus bereikt 2(2)'+^) dan O of 180° Van 
hieraf wordt de integratie in D' (zie 117) met tegengesteld teeken 
voortgezet. Voor de waarden van Co«2(2)'-|-5') op een later tijdstip 
is het echter onverschillig, of men van die waarden van 2(2)' -|-^') 
uit de toename positief of negatief neemt, en de cosinus doorloopt 
dus verder dezelfde waarde, als wanneer het teeken onveranderd bleef; 
hetzelfde geldt van ±Sin2XD' -^y), daar 5ï»2(2> -|5') op zich zelf 
aan weerszijden van het punt , waar het teeken verandert , symmetrisch 
ten opzichte daarvan dezelfde waarden met tegengesteld voorteeken 
doorloopt. Men kan dus vooreerst, daar deze redeneering vóór elk vol- 
gend tijdstip, waarbij het teeken van /Si»*i» 2 X verandert , eveneens geldt,' 

Co82iD'-\-y)=Co8(T f' J-l,^^+ ^^')' 

schrijven, waar het ± teeken nu in *t verloop van tijd niet verandert, 
en dus jdleen van den begintoestand afhangt. Daar nu ± y eene 
uit den begintoestand te bepalen willekeurige standvastige is, kan 
men daarvoor eenvoudig i schrijven, zoodat, met 

^—-^^ (^i«) 



Co82X,Co82x= Co84^ . Co8s' -[ Sin^ ,Sine\ Co82{l) , -i- ^), 
^m2Z. Cos^x = Sin/ .8in2{D, + J). 



} (120) 



Om den zin van de beweging in de baan te bepalen, moeten wij 
(102) en (109) samen nemen. Volgens (116), (120) en (101) is 
echter 

2ff'-2Xct=[-X+Co8€' \/ 1 + X^ + X + XCö8^ , Cose' + 

-^-XSinr^.Sini.Cos^iDi $) = Co8€' . Sin 4^-008 ^ . Sins' ,Co8 2(1) ,+ $). 

Dus is 

J^z Co86\ Sin4,' Cosif .SinB\Co82{D , '\- ^) = [±y \/'2^ (121) 
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de vergelijking, die bij de bepaling van ^ en e' in (120) gebruikt 
moet worden. Is voor een gegeven tijd tzzz O, X=z X^, ^zzz^o 
en [±]; gegeven, zoo bepalen (120) en (121) X, x en [±:y voor 
elk ander tijdstip; d. w. z. de ligging en den vorm van de baan, en 
den zin van de beweging in deze , zoodra men e* en 5 voor ^ =^ O 
bepaald heeft. 

19. Het overzicht over deze verschijnselen wordt vergemakkelijkt 
door de volgende algemeene opmerkingen. 

De ligging en vorm van de slingeringsellips zoowel als de zin van 
de beweging in deze, dien wij kortweg het teeken van de ellips zul- 

len noemen, veranderen periodisch; want bq de sabstitutie ^±i5r— t= , 

waarin 1 een geheel getal voorstelt, in plaats van t, verandert (120) niet. 
Vergelijkt men met het beschouwde geval , dat , waar 4* de waarde 
J^'^zz: 180''— J/, en dus Cos^ het tegengestelde teeken heeft; noemt 
men de standvastige e daar s"; en voert men dan in plaats van J/" 
en e", \p en f := 180°— f" in; zoo krijgt men (120) onveranderd in 
vorm terug; maar in (121) is het teeken omgekeerd, d. w. z. dezelfde 
ligging en vorm der ellipsen vertoonen zich, doch het teeken is het 
tegengestelde geworden. Wij kunnen dus, beide gevallen samen vat- 
tende, door 

Co86=Cos6 ~^^, 0<f<180% (122) 

voor (120) en (121) de volgende stellen. 

Co82X. Cos2 X = \/'Co8^ . Cose + Sin^.Sine, a?52(/), + 5), \ 
Sin^X. a?«2;^: = 5mf.5i»2(Z),+5), l'^ ' 

J ^Coss.Sinri^- yJTw^.lFine.Coa^D ,-\-^)=\ ±\—^^ V^. (B) 

L J V (^os J/ 

Sin2X en iSï»2(D, -|-^) worden gelijktijdig nul; b^ twee tijdstip- 
pen, die ten opzichte van een nulpunt van Sin2{Df + 5) symmetrisch 
liggen, behooren dezelfde waarden van Co8 2(l), -\-^), de tegengestelde 

r 1 ' Co8tp 

van <^i»2(2), -f 5); dus dezelfde van 2;^ en ±1 . ; niaar 

L J y Co8^4^ 

waarden van 2 J, die symmetrisch z^n ten opzichte van het bij het 

nulpunt van 5m2(i),+5) behoorend nulpunt van Sin2X, m. a*. w. 

de groote assen van de slingeringskrommen , liggen symmetrisch ten 

opzichte van de coördinatenassen der x en y. Men kan dus de 

periode, na welke de slingeringen weer hun oorspronkelijken vorm, 

ligging en teeken hebben , in twee onderperioden verdeden, die in 
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't' algemeen verschillend van duur zijn. In de eerste helft van de 
eerste onderperiode verlaat de groote as hare oorspronkelijke ligging 
(2), =;: O, 2(jD, + 5) ==: 2^), tot zij met eene coördinatenas samenvalt 
(«i»2(2>, +5) == O, Co82{Df 4 5) = ±1); gedurende de tweede helft 
worden dezelfde ellipsen met hetzelfde teeken in omgekeerde volg- 
orde en symmetrische ligging ten opzichte van de coördinatenassen 
doorloopen, totdat de groote as de ligging bereikt, die met de oor- 
spronkelijke symmetrisch is (Sin 2 f 2) , -f 5) = — Sin 2 ^ , Cos 2 (2) , + ^) zs: 
^= Cos 2^); dan begint de tweede onderperiode, gedurende welke in 
't algemeen andere vormen dan in de eerste doorloopen worden, maar 
die door het tijdstip (5t» 2 (2) , + 5) =: O , Co« 2 (2) , + 5) = q: 1 ) weder 
in symmetrische helften verdeeld wordt, en bij wier einde (2> , = -f- t) 
men de oorspronkelijk gegeven slingering terugziet. 

In de formulen (A) en (B) is 4^ eene standvastige, die afhangt 
van de gegeven krachtfunctie en van de gegeten beweging van het 
vlak, waarin het punt zich moet bewegen, e omvat eene groep van 
elliptische bewegingsvormen , die bij onveranderde J/ in 't verloop van 
tijd allen in elkaar overgaan, doordat 2>,-|-^ achtereenvolgens alle, 
waarden doorloopt. ^ eindelijk bepaalt, welke ellips uit zulk eene 
groep als begintoestand genomen werd , of w. h. z. i. bepaalt het be- 
ginpunt van telling van den tijd in elke kring van opvolgende ver- 
schijnselen gekenmerkt door eene zekere waarde van e. 

§ 2. Constructie der sUngerhanen. Plaats van het 

punt in de baan. 

20. Wij zullen nu de vergelijkingen (A) en (B) construeeren. In 
de eerste plaats moeten daartoe a en 5 uit den begintoestand bepaald 
worden; daarbij mogen wij altijd 2 J^ als tusschen — jr en -f w- lig- 
gende aannemen. Daar (A) en (B) voor ^ = O 

r;o32 jp. ro«2;^„ z=i yjTös^'^, ro«5 + 5»»j.. Sins. Cos2$,\ 

&in2Xo.Cos2xo =Sins,Sin2$, j-(1^3) 

u4z=i Coas. SmvJ/ - V Cos'^ .Hns .Cos^^ = \ ±\ — --— yjl^ QU) 

L Jo \J Cos ^ 

worden , kiezen wij (zie flg. 2) op een bol twee, elkaar in den pool P onder 
den hoek OO'^c^oiJ' snijdende, groote cirkels; waarbij wy met cv aandui- 
den , dat men de volstrekte waarde van het verschil moet nemen. In 
de richting PL tellen wij op den lengtecirkel, L, de lengten positief , 
in de tegengestelde negatief, evenzoo op den tijdcirkel, PZ, 2^ positief 
in de richting PZ. Overeenkomstig met het teeken van ZXq meten 
wij dit op den lengtecirkel van P uit af, en leggen door het uiteinde 
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van dit stuk een nieuwen grooten cirkel, den karakteristieken, K, 
die met den lengtecirkel den hoek 90''± 2%^,, naar de zijde van P 
en den tijdcirkel, insluit. Volgens (120) is dan in den bolvormigen 
driehoek PLZ de zijde tegenover 90''±2;to, 25, en de hoek tegen- 
over 2%Q,5. Wij vinden dus twee aan (123) voldoende stelsels 
van 5 en g, zoodra eene ellips gegeven is, en derhalve xo ^^^ ^^ 
verschilt. Inderdaad heeft men dan volgens (121) te onderscheiden 
tusschen ellipsen met positief en negatief teeken, en het criterium 
(121), of wat hetzelfde is (124), laat zich gemakkelijk terug bren- 
gen tot de keuze van dt Xo' In PLZ is namelijk 

=F5i»2;^o = Co«25. Sins \J Coê^ J/ - Cose. Sin^, . . (125) 
dus met (121) 

Men moet dus de zijden Ax, B^^ C7, en de hoeken a,, è,, c, 
van een bolvormigen driehoek zoo kiezen, dat 

dan is 

a, =1 e, ^1 = 25. 

Neemt men nog den grooten cirkel PF loodrecht op den lengte- 
cirkel, zoo vindt men, daar volgens (101) 

C<?«2X. Co»2% = Cc?«2/, 

(met 123) bij E den hoek 2/, waardoor de ligging van de hoekpunten van 
den rechthoek, die aan de slingeringsellips met de zijden evenwijdig aan 

de coördinatenassen omschreven is, op den cirkel met den straal V 2^' 
bepaald wordt, terwijl PF volgens (101) 90 * [-j-. ^^'^ T^ 

L J \JC08^^ 

voorstelt. 

De verschijnselen, die uit de gegeven slingering ont- 
staan, verkrijgt men nu, doordat men bij gelijkblijvende 
helling e van den karakteristieken cirkel K op den tijd- 
cirkel, het knooppunt van beiden over den laatste met 

2y 
de gelijkmatige snelheid — -7— r verschuift; in den tel- 

kens door deze cirkels gevormden driehoek, 
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(O) 



d. w. z. de lengte van die knoop van den karakteristieken 
cirkel met den lengtecirkel, die men, van den tijdcirkel 
uit langs den karakteristieken cirkel en door den scher- 
pen hoek der vlakken van den tijdcirkel en den lengtecir- 
kel gaande, het eerst bereikt, en die wij de opstijgende 
knoop zullen noemen, is de dubbele hoek van de groote 
as der slingeringsbaan met de a?-as; en de overmaat van 
de helling dier vlakken, voortdurend aan dezelfde zijde 
van beiden genomen, boven 90^ bepaalt door hare grootte 
de dubbele assenverhoudingshoek 2x en door haar tee- 
ken, dat van de baan. 

Dat dit geldt voor — T<2(i),+ ^)<?r valt terstond door de keuze 
van den bolvormigen driehoek in het oog. Overschrijdt 2 (D, -f- 5) de — t 
of -|-9r, zoo snijden twee der zijden van den bolvormigen driehoek 
elkaar in het punt diametraal tegenover P, wat echter zonder invloed 
is op de geldigheid van de formulen, wanneer men de hoeken van 
twee vlakken maar voortdurend aan dezelfde zijde van beiden kiest. 
Gemakkelijker ziet men misschien nog volgens de vooropgestelde op- 
merkingen, n®. 19, over de symmetrie in de halve onderperioden in, 
dat men het knooppunt Z bij onveranderlijke helling van het karak- 
teristieke vlak op het tijdvlak maar steeds verder kan laten gaan, als 
men er slechts op let, dat de helling van den karakteristieken cir- 
kel op den lengtecirkel steeds aan dezelfde zijde van lengtecirkel en 
karakteristieken cirkel bepaald moet worden. 

De periode van de verandering van vorm, ligging en teeken der 
slingerbanen is geëindigd wanneer dat knooppunt weer op zijne oor- 
spronkelijke plaats is aangekomen. Zij is 

n = T-^; (126) 

dus korter dan de periode van het ongestoorde vraagstuk, en ook 
korter dan de tijd in welke het a?,y stelsel eene draaiing van 180° 
om de z-BS volbrengt; want 

27ryJ Cos^iP 2t „TT 

n = / < , en n < - 

volgens (110), (115) en (126). 
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21. Voordat wij lot eene onderscheiding der belangrijkste gevallen 
overgaan, willen wij nu nog, vooral met het oog op de uitbreiding van 
de slingerproef van Bbavais, volgens (106), t algemeen uitdrukken. 

T = -y I — ^ Sin T. dt. 

en 

ƒ>' — Aa' r dt 

T-^ ^^ = y A^ + y(/~A) I j— -; 

volgens (109). 

Wanneer men de waarde van t b\j ^ = met Tq aanduidt, en let 
op (115) en (116) 

^(r-ro)=— <-| ^^^ ,j^ ^—.. 

Volgens (101) en (A) 

r^^^_2 r dt ^ 

Jo l-«' Jo 1+ \/^o*^4'C(?«e+5i»4/.5t»€.Co«2(D,+^)' 

en volgens (119) 



y J2<f »i + »CW«* 



als a» = 1 -|- V c*o«* + r;o«g, ï 

n = 5t» 4/ . Sin s, i ^ ^ 

m en n zijn twee positieve grootheden; en m — n = l + C"o«(\J/'-f.5)> O, 
stellende 

V Co«* J/ = Co«4^', en 0<4;'<90^ (128) 

Dus 

/2<f »i+;»co«« Lv/^^:r^^ ^VV»t+» ^^ yjgef 

en 



of met (112) 

De beteekenis van r volgt uit (93). Het is de tijd, die na eenig 

2^ 
veelvoud van — sedert ^ = O nog verloopen moet , voor het punt 

met positieve a?-snelheid de y-as overschrijdt; bij < = To, vindt dit 
voor de eerste maal plaats, dan in de ongestoorde beweging na elk 
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V 

Teelvoud van den slingertijd — , in de gestoorde beweging echter 

P 

T ' Tq later. Men kan t - Tq ontbinden in twee deelen. Daar na- 
melijk de tangens in (130), wanneer D, om ±/?r, waar ƒ een geheel 
getal voorstelt , toeneemt, weer dezelfde waarde aanneemt, en dus pe- 
riodisch en wel met de periode 17 (zie 126) verandert, kunnen wij 
schrijven 



V Ci)«*t(/+ fo^g"] p — q 



sl(p-qY (D) 



L ^m - n j p 

waar /het aantal in t bevatte geheele perioden, en 0<^rd^<180^, 
in den zin tegengesteld aan y, is. Immers volgens (115) is 



(084* P"^ 



en de arctg groeit ' aan in den zin tegengesteld aan y. Heeft men 
gedurende eene periode n voor elk tijdstip r bepaald, dus de 
ligging van het punt in de door(A) en (B) of door (C) bepaalde baan, 
zoo vindt men de overeenkomstige plaats / perioden later, wan- 
neer men het punt uit de eerste plaats zoover over zijne baan tenig- 
schuift, dat het in de voorgeschreven beweging den tijd WqItt noo- 
dig heeft, om die plaats weder te bereiken. 

De waarde van Coss, die men in (D) noodig heeft, volgt uit den 
bolvormigen driehoek (C) 

Cose=}J'~CÖ^4'Cos2X,Cos2xo+ ï±\ ' — "^^ - Sin^Xc^^Sin^. (UI) 

L J o V(o«*vJ/ 

§ 3. Onderscheiding der belangrijkste gevallen. 

22. Wij beschouwen nu de gewichtigste gevallen , welke onder (A) en 
(B), of, wat hetzelfde is, in de beweging van den karakteristieken cirkel 
volgens de constructie (C) voorkomen. 

Is een slingerellips op eenig oogenblik gegeven, zoo laten zich ten 
opzichte van de daaruit ontstaande ellipsen drie gevallen onderschei- 
den, al naarmate er cirkels, rechte lijnen of alleen ellipsen onder 
voorkomen. De beschouwing van den driehoek (C), welke den karak- 
teristieken cirkel bepaalt, toont nu terstond aan, dat het optreden van 
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cirkels het samenvallen van den karakteristieken- en lengtecirkel vor- 
dert, d. w. z. 

Co8^ e =: Sin"- J/. 

Wij stellen geval A : Cos* s = Sin 4/> Cos ' 4^ , 

en zullen zien, dat dan geen rechtlijnige slingeringen voorkomen, 
terwijl in 

Geval D: Cos* b = Sin"- J/ < O)» J/, 

zich zoowel rechtKjnige als cirkelvormige slingeringen vertoonen. 

Zullen rechtlijnige slingeringen optreden, dan moet bij verschui- 
ving van den karakteristieken cirkel zijjne helling op den lengte- 
cirkel - kunnen worden. Deze helling is echter een hoek in den 

driehoek (C), wiens andere hoeken 90*^— J/'en e zijn, wanneer J/' als 
in (128) bepaald wordt; tevens moet in den supplementairen drie- 
hoek van (C) de eene hoek recht zijn. Dus moet g>4'' voor 

g<- en 180°— £> 4/' voor «> o ^^l en is 

Geval B: Cos*6<Cos*^. 

Daarentegen zijn voor het 

Geval C: Cos*6>Cos*^, 

geene rechtlijnige slingeringen onder die, welke achtereenvolgens uit 
de gegeven ellips ontstaan ; en deze houden dus steeds hetzelfde teeken. 
Ook blijkt dit uit den rechthoekigen bolvormigen driehoek, door 
toepassing van den regel van Nefer, die, wanneer de rechtlijnige 
slingeringen in het azimuth X^ liggen, 

Cose=iCos2KrXos^' (132) 

geeft. 

Eindelijk kan men deze discussie der vormen ook aansluiten bij de 

uitdrukking van Sin^Xi ^ie men overeenkomstig met (125) uit den 

bolvormigen driehoek vindt, nl. 

["I " Cos^ 
± -i======rSin2x = Co82{l),-\-$).8ms.Cos^''-Co8s.Sinrl,' (133) 
J V ^o«* i]/ 

Het oogenblik, waarop de slingeringen, zoo dit mogelijk is, recht- 
lijnig worden, vindt men met (119) uit de waarde van D, , die be- 
paald wordt door 

Ces2{D, + $).Sins,€os4,'^Cos6.Sm^'=0 (134) 

23. De gevallen B en C laten zich elk in tweeen splitsen , lenll; 
al naarmate het knooppunt van den karakteristieken- en den lengte- 
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cirkel zich steeds in denzelfden zin beweegt (dus ook de groote as 
van de slingerbaan de coördinatenassen a?, y opeenvolgend over- 
schrijdt), of niet, (zoodat de groote as van de slingeringskromme om 
een der coördinatenassen heen en weer slingert). Wanneer de scherpe 
hoek , dien de karakteristieke- met den tydcirkel vormt, grooter is dan 
de scherpe hoek van den tijd- en den lengtecirkel , zoo kan het knoop- 
punt van den karakteristieken- en van den lengtecirkel zoowel in P, 
als in het diametraal tegenoverliggend punt P, vallen. Is dus aan 

Geval I: 8inU>Co8^^, 

voldaan, dan gaat de groote as der slingeringskromme achtereen- 
volgens over de +a?, de -|-y, de — -x, de — y, de -fic-as enz., of 
omgekeerd. Bij y en X^ positief gaat het knooppunt van den ka- 
rakteristieken- en den lengtecirkel het eerst over P, hetwelk met 
de ar-as overeenkomt; dan volgt eene overschrijding van het in 
onze constructie diametraal tegenover P liggende punt P , , dat op 
deze wijze bereikt, de lengte —180® heeft, en dus overeenkomt met 

de coördinatenas , waarvan de lengte -^ - is, d. i. met de — y-as, 

enz. De coördinatenassen worden dus in de aan y tegengestelde 
richting opeenvolgend overschreden. Het heen en weer zweven van 
de groote as om een der coördinatenassen vordert, dat het knoop- 
punt van den karakteristieken- en van den lengtecirkel een der beide 
punten, P of Pj , nooit bereikt. Zal dit het geval zijn, dan 
moet de scherpe hoek van den karakteristieken- en van den tijdcirkel 
kleiner zijn dan die van den laatste en den lengtecirkel, en de 
scherpe, als e of 180** — « te nemen, opening afgekeerd zijn van dat 
der beide punten P en P,, hetwelk niet overschreden wordt. 
Dus is 

Geval II: SinU<Co8^^. 

De beweging van het vlak van den karakteristieken cirkel is eene 
draaiing om zijn middelpunt. Wij kunnen deze ontbinden in eene 
om eene as loodrecht op het vlak, en die voor ons niet in aanmerking 
komt, daar wij alleen met den stand van het vlak en niet met de 
ligging van punten in het vlak te maken hebben; en in eene andere 
draaiing, wier as in het vlak valt. Deze as staat op elk oogenblik 
loodrecht op de knooplijn van het karakteristieke vlak met het tijd- 
cirkelvlak. Van den tijdcirkel uit langs den karakteristieken boog 
(die in den scherpen hoek >an tijd- en lengtevlak valt) gaande, 
ontmoet men het knooppunt van dezen boog met den lengtecir- 



^ 
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kei eerder of later dan het punt, dat met die oogenblikkelijke 
as o?ereenkomt , en na 90^ bereikt wordt, al naarmate de karak- 
teristieke boog < of > 90" is. Dus bewegen zich de knooppun- 
ten van het karakteristieke vlak met den lengte- en den tijdcir- 
kel in denzelfden, of in tegengestelden, zin, al naarmate de ka- 
rakteristieke boog, die beiden verbindt, kleiner of grooter dan een 
quadrant is. Daaruit volgt echter onmiddellijk, dat dit knooppunt 
van het punt P of P, (diametraal tegenover P), waarheen zich de 
scherpe hoek van den karakteristieken- en den tijdcirkel b\j de con- 

structie op het tijdstip ^ = O keert , nooit meer dan - kan afwij- 

ken; d. w. z. de groote as der slingeringsbanen zweeft om de oor- 
spronkelijk het naast bij haar gelegen coördinatenas heen en weer. 
Voor de twee symmetrisch liggende keerpunten vindt men, uit den 
bolvormigen driehoek met een quadrant tot zijde, 



iM* V L L Jo \J Cos^^ J 

(135) 
In de onmiddellijke nabijheid der richtingen, voor welke de slin- 
geringen rechtlijnig worden, grijpt de beweging van de groote as, hier 
even als in 't geval I, in den zin tegengesteld aan dien van y 
plaats. 

24. Het vorige samenvattende kunnen wij dus onderscheiden: 

Er treden onder de ontstaande slingeringen cirkels op, maar geen 
rechte lijnen (alleen mogelijk bij ^*-4^>l). 

B. I. Sin^ 4'>Cos^s< Coa^ +. 

Er komen rechtlijnige slingeringen voor; de groote as van de slin- 
geringskromme beweegt zich steeds in den zin tegengesteld aan y. 
(Voor I^*4/> 1 is dit een noodzakelijk gevolg daarvan, dat aan de 
eerste voorwaarde is voldaan). 

B. II. Sin^ 4/ < Co8^ e < Cos' ^, 

Er treden rechtlijnige slingeringen op; de groote as der banen 
slingert om de oorspronkelijk naastbijgelegen coördinatenas heen en 
weer. (Dit geval kan slechts voorkomen bij T^*4^<1). 
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C. II. Sin^4'<CosU>Co8*^i^. 

Slingeringen, die niet rechtlijnig worden kunnen, en wier groote 
as om eene coördinatenas (de naastbij gelegene) slingert; wat bij 
T^ J/ < 1 een onmiddellijk gevolg daarran is , dat aan de eerste voor- 
waarde is voldaan. 

Slingeringen, die niet rechtlijnig worden kunnen, en wieras steeds 
in dezelfde, aan y tegengestelde, richting verder gaat. (Is alleen 
bij ryH>l mogelijk). 

D. Sin^ 4, =zCos's <_Co8^ 4/. 

Dan kunnen zoowel cirkels als rechte lijnen optreden. (Alleen 

mogelijk bij T^^ 4^ <l). 

Eindelijk zullen wij in § 4 nog eenige grensgevallen behandelen. 

Volgens (131) speelt het teeken van de gegeven ellips eene wèzentlijke 
rol in de bepaling van Cos* e, dus in de bepaling van de klasse, waartoe 
zij behoort. Daar echter voor deze bepaling het teeken van Cos e niet in 
aanmerking komt, zou men in elke klasse nog twee onderafdeelingen kun- 
nen maken, al naarmate Coss =1 -f V Cos"^ s of Cos e =— y Cos* s is. 
In beide worden dezelfde krommen met tegengesteld teeken in de- 
zelfde volgorde doorloopen; maar hunne ligging is in het eene geval 
dezelfde ten opzichte van de y-as als in het andere ten opzichte van 
de a:-as. Immers het supplement van $ en de tegengestelde waarde 
van X komen overeen met de hoeken van den supplementairen drie- 
hoek van (C), waarvan het hoekpunt P, de y-as aanduidt. 

25, Om de gelijktijdig met die van X plaats grijpende verande- 
ring van X ^^ ^ gftan, kunnen wij gebruik maken van de bekende 
differentiaalvergelyking voor een bolvormigen driehoek (C) met eene 
veranderlijke zijde B^ en twee standvastige hoeken, «^ en c,, 

welke hier den volgenden vorm aannemen 

Cos^ 



/r -| r tos\if \ 



rf(2(i),+S)) 



z= Sin2X. \/ Cos^ 4> 



of --^=[±]'y-Sï«3J.Co^+, 



(136) 
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^'^-** ^ =>j-c^vco.^x '^t^A] 






(136) 



Uit de eerste volgt, dat -^ steeds hetzelfde teeken behoudt; en 
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dus van uit den oorspronkelijken toestand steeds de verhouding Tgx 
van de kleine as der slingeringsellips tot de groote toe of afneemt; 
totdat de groote as dien stand bereikt, waar de slingeringen recht- 
lijnig wordeQ en dus [i:]*" omkeert, of wel hunne groote as met 
eene coördinatenas samenvalt, en dus het teeken van Sin 2 X omkeert. 
Verder bevestigt zij, dat van het oogenblik, dat de groote as eene 
coördinatenas bereikt, zooals vroeger reeds aangetoond werd, af x 
den tegengestelden gang neemt. 

Wil men zich bij de discussie der veranderingen van x ^^ ^^^ 
bolvormigen driehoek houden , zoo kan men opmerken , dat de helling 
van den karakteristieken- op den lengtecirkel voortdurend toe- of 
voortdurend afneemt, wanneer men het knooppunt van den karakte- 
ristieken- met den tijdcirkel tusschen P en P, voortdurend in den- 
zelfden zin beweegt. Immers dan neemt het spherisch exces voort- 
durend toe of af, omdat dit met het oppervlak van den bolvormigen 
driehoek het geval is. Dit laatste ziet men onmiddellijk in, wanneer 
de beweging van beide knooppunten in denzelfden zin plaats grijpt. 
Het is echter ook het geval , wanneer de karakteristieke boog langer 
dan een quadrant is, omdat het langste stuk daarvan (het qnadrant 
van den tijdcirkel' uit genomen) zich toch in denzelfden zin beweegt 
(zie n\ 23) als de knoop met den tijdcirkel. 

Laten wij eerst B. I nemen, en de versch^'nselen in de twee on- 
derperioden verdeelen, die door twee symmetrische rechtlijnige slin- 
geringen begrensd worden; gedurende elk van deze onderperioden 

± — standvastig, in beide onderperioden 

J \J Cos ^ 

is het verschillend. In dit geval is verder -7-=- — y altijd, zooals 

in het punt P, positief; s en 90^-4/', of 180'-5 en 90'*-+' zijn 
in de klasse B samen grooter dan 90**; dus geldt bij de overschrij- 
ding van de a-as (waarbij de bolvormige driehoek (C) oneindig klein 
wordt) het teeken 
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daar dau ook Cos2X positief is, volgt, dat de volstrekte waarde 
van X ö^a maximum is ten opzichte van de waarden , die het in die 
onderperiode aannemen kan. Bij het overschrijden van de ;/-as door 
de groote as der baan (waarbij de supplementaire driehoek van (C) 
oneindig klein wordt) is Cos2X negatief, maar tevens is volgens 

Klasse B...r±l' -^ = [±1^ J^ = + l .(137) 

[i]*" omgekeerd; zoodat weder x ©en maximum is ten opzichte van de 
waarden gedurende deze onderperiode. 

Gaan wij nu over tot B. II. Wanneer de baanas om de x-, of 
om de y-as slingert, wordt deze gedurende eene geheele periode n 
twee malen overschreden; de eene overschrijding komt in plaats van 
d€ y-, respectievelijk de a?-overgang in B. I; wij zullen haar dus, 
in tegenstelling met de andere of normale, de abnormale noemen ; 

bij eene normale overschrijding is liTfr-rr^ positief, bij eene abnormale 

negatief. 

In de onmiddellijke nabijheid der normale overgangen verkrijgen 
wij , geheel als bij B. I. , voor (C) of voor zijn supplementairen drie- 
hoek tusschen het tijd- en lengte vlak oneindig kleine driehoekjes; het 
teeken der ellipsen wordt daarbij das weder volgens (137) bepaald, 
en Xmx of ;^,, een maximum ten opzichte van de waarden van x 
in de overeenkomstige onderperiode. Daar het teeken in de abnor- 
male onderperiode het tegengestelde moet zijn van dat in de normale , 
heeft men 

Klasse B. . . UT -^ÊL =^[±Y ~-j^^=-^l; (138) 

en vindt men gemakkelijk, dat ook Xa» en x*y maxima zijn ten 
opzichte van de waarden van x ^^ ^^ overeenkomstige onderperioden. 
In 't geval C verandert het teeken niet, en moeten dus de beide 
overgangen met elkaar vergeleken worden. Volgens (136) is 



W 






V Cos* 4^ 

een maximum voor de normale x- of de abnormale y-overgang, een 
minimum voor de normale y- of de abnormale a?-overschrijding. Stemt 

8 
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das het teeken van de ellips bij een normale ot abnonnale orerschrijding 
van eene coördinatenas overeen met dat, 't welk zich vertoonen zou 
bij de overeenkomstige overschrijding door uit rechte lijnen ontstaande 
ellipsen, zoo is de verhouding der assen een maximum; is het tegen- 
deel het geval, zoo is het een minimum. 

Wat de grootte van x betreft, volgt uit de genoemde oneindig 
kleine driehoekjes bij de normale overschrijdingen 

L J « » Y ^'o«' 4^ 

of x.»=\±\ , --^r-» 






. . . (139) 



en evenzoo . ^ . 

V Cos^ * 

Daarentegen vindt men uit de oneindig kleine supplementaire drie- 
hoekjes van (C) tusschen het karakteristieke- en tijdvlak bij de abnor- 
male overgangen 

Cos 4* 6-\-if' 






^^''"^ ^ . . .(140) 



V C08^ 

§ 4. Grensgevallen, 

26. Geval E. Sins =zO, onveranderlijke ellipsen. 

Tot een bizonder opmerkelijk geval met het oog op eene slin- 
gerproef, waarvan die van Bravais een bizonder geval is, geeft 
Sins =zO aanleiding. Dan is 

Co82Xq.Co8 2xq=^ Cos^' .Coss, 
Sin^Xo,Cos2xo = ^> 

l J yJCos''^ 
en Cos2 X.Cos^x ^=^Co8^\Coss, Sin^X.Cos^x^^^O, 

Heeft men oorspronkelijk als slingeringskromme eene ellips, wier 
assen met de coördinatenassen samenvallen, en in de verhouding, be- 
paald door 

ZE=i+' (141) 



115 



tot elkaar staan, en valt de groote as met die coördinatenas samen, 
waarvoor 



is; ZOO blijft het punt zich voortdurend in de oorspronkelijke baan 
bewegen, of m. a. w. de ellips is onveranderlijk. 

Dit blijkt ook duidelijk uit onze constructie; immers bij s =.0 of 
f =:r 180'' valt het karakteristieke vlak samen met het tijdvlak; het 
knooppunt met het lengte vlak, dat voor e = O in P, voor 5 = 180" 
in Pj ligt, en de helling blijven voortdurend dezelfde. Wij hebben 
bij P, 90°+ 2x = 90^ + 4.' en bij P,, 90^-2;^ =-90'-+'; waaruit 
volgt, dat het teeken van de «llipsen bepaald moejt zijjn door 

+l^r±1'-i^bijPendoor-l=r±l'J^^ 

Om den samenhang van het teeken der onveranderlijke ellipsen 
met de coördinatenas, waarin hare groote as valt, scherper aan te 
geven, verwijzen wij op n°. 25, waar bewezen wordt, dat de boven- 
staande definitie, die voor het teeken van ellipsen, welke abnor- 
maal P of P, overschrijden, is. En de onveranderlijke ellips heeft 
dus hetzelfde teeken als de ellipsen, die abnormaal de coördinatenas, 
waarmede hare groote as samenvalt, overschrijden. 

Het geval Cose = komt overeen met Co82Xq =0, JTq =±46*', 
terwijl Xt ^^ Xi bepaald worden door 

Co8^' = Sin2x. ;<: = 45°- ï-4.'; 

de twee onderperioden zijn dan, afgezien van het teeken der ellipsen, 
in zooverre dezelfde, dat de eene ten opzichte van de or-as evenzoo 
doorloopen wordt als de andere ten opzichte van de y-as. 
27. De grens tusschen de gevallen B. II en C. Il vormt 

Geval F. II. fw* e = Cos^ + en ^»' ^ < Coa^ ^, 

Dan liggen de slingeringen oorspronkelijk in een van de symmetrie- 
assen; terwijl de kleine as van de slingeringen toeneemt, beweegt de 
groote as zich in den zin van — y naar een van de keerpunten, die 
volgens (135) bepaald worden door 

keert dan zich weer naar dezelfde coördinatenas toe, die met ellipsen 

8» 
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overschreden wordt; bereikt het tweede keerpunt 

aan de andere zijde van de coördinaten- of sy mmetrie-as ; bij steeds 

afnemende kleine as keert de groote as zich dan weer naar de- 

5r Sin \|/' 
zelfde symmetrie-as en, wanneer deze, na — r-_^^ , bereikt wordt, 

zyn de slingeringen weder rechtlijnig geworden. 

Een dergelijk grensgeval F. I heeft men tusschen B. I en C. I 

bij r^»4'>i. 

28. Het geval A, datde verklaring vaneenige afwijkingen bevat, die 

Bravaïs bij zijne proeven over het bewijs van de aswenteling der 

aarde met behulp van den conischen slinger heeft opgemerkt, kan 

men als de grens tusschen C. 1 en C. II beschouwen; welk laatste in 

A overgaat, wanneer bij 2]/*\J/>l, e juist de waarde heeft, bepaald 

door 

JSin^ \|/ = Co8^ e. 

Is dit het geval, zoo kan men even goed zeggen, dat de groote 
as der slingeringsellipsen steeds in dezelfde aau y tegengestelde rich- 
ting verder gaat, (A gedurende het oogenblik, dat de slingeringen 
cirkelvormig zijn, beschouwende als behoorende tot C. II); als dat zij 
om eene coördinatenas slingert, (A beschouwende als behoorende tot 
O. I). Immers dan hebben het karakteristieke vlak en het lengtevlak 
dezelfde helling op het tijdvlak, en verkrijgt men het eerste door het 
tweede bij onveranderlijke helling op het laatste te laten draaien. 
De tusschen den tijd- en den lengtecirkel ingesloten karakteristieke 
boog kan alleen, wanneer het karakteristieke- en lengtevlak samenval- 
len, en dus de knooppunten van den karakteristieken- met den tijd- 
cirkel de lengte O of ± t hebben , d. w. z. de groote as der slinge- 
ringsellips met eene coördinatenas samenvalt , tot - worden; alleen op 

dit oogenblik mag dus de beweging van de groote as als abnormaal wor- 
den beschouwd. Vallen de beide vlakken echter samen, zoo is hunne on- 
derlinge helling O of tt, dus 2 ;c = i ö > ©ï^ de beweging cirkelvormig. 

Wij moeten onderzoeken, wat er bij dit punt verder gebeurt. Wan- 
neer het knooppunt van den karakteristieken- en den t\jdcurkel over 
een coördinatenaspunt (F of F,) heenbewcegt, en beide vlakken sa- 
menvallen, ligt de oogenblikkelijke as van die draaiing van het ka- 
rakteristieke vlak, welke overblijft wanneer men afziet van de draaiing 
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om eene as loodrecht op dit vlak, die het slechts in zich zelf ver- 

TT 9r 

plaatst , op de lengte - of — - , al naarmate van den zin der bewe- 

ging in den cirkel; onmiddellijk daarna Mgt zij op de lengte — ^, 

respective +ö> want de karakteristieke boog moet steeds door den 

scherpen tweevlakshoek genomen worden. Of men nu aanneemt, dat 

de plotselinge overgang van + o ^t — - of omgekeerd , die op het 

oogenblik plaats heeft, dat de slingeringen cirkelvormig zijn, in 
positieven of in negatieven zin geschiedt, m. a. w. de denk- 
beeldige groote as van den cirkel in positieven of negatieven zin 
rondloopt, doet aan de bepaling van den vorm van de slingerings- 
baan niet af; zoodra echter de slingeringskromme niet meer cir- 

kelvormig is, wordt de karakteristieke boog < t i en heeft dus 

de beweging in den zin tegengesteld aan die van y plaats. De 
groote as der ellips duikt volgens het vorige, en omdat de lengte 
van de knoop van het karakteristieke en hei lengte vlak het dubbele 
azimuth X voorstelt, uit den cirkel op bij het azimuth ±45® van 
de groote as der slingeringskromme, wanneer het knooppunt van den 

lengïecirkel en den karakteristieken cirkel bij ±- ligt; en verdwijnt 

er weder in, terwijl zij een hoek van 4^45" met de coördinaten- 
assen maakt. Wij hebben dan den oorspronkelijken toestand terug- 
gekregen, namelijk een cirkel van denzelfden zin. Om de keuze van 
het teeken voor dit azimuth uit het teeken van den cirkel te bepa- 
len, heeft men op te merken, dat het overeen moet komen met dat 
van de maximumellips in 't geval O. De willekeurige groote as van 
den cirkel moet men dus, wanneer men aanneemt dat zij rondloopt 
in den zin tegengesteld aan y, in die coördinatenas leggen, bij wier 
normale overschrijding ellipsen , die uit rechte lijnen ontstaan, hetzelfde 
teeken hebben als de cirkel. Yan deze as ligt het azimuth, waarbij 
de groote as zich het eerst vertoont, 45"' in de richting tegengesteld 
aan y af. Tot dezelfde uitkomst komt men, wanneer men de groote 
as van den cirkel in de as legt, bij wier abnormale overschrijding 
ellipsen, die uit rechte lijnen ontstaan, hetzelfde teeken hebben als 
de cirkels, en het azimuth, waarbij de slingeringen weder elliptisch 
worden, overeenkomstig de opvatting als abnormale periode, in den 
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zin van y, 45 "* verder neemt. Dit azimuth wijkt 180® van het in 
de vorige beschouwing gevondene af, en de ligging van de groote as 
is dus dezelfde. 

Van hieruit beweegt zich de groote as tegen y in verder, en wordt 
bij het overschrijden van de naastvolgende coördinatenas een maxi- 
mum. Dan is de ligging van het karakteristieke vlak juist de sym- 
metrische van het lengtevlak ten opzichte van het tijd vlak, dus 
900±2;C = 180^-34/, ±2;C = Qö** -24/, en de verhouding der 
beide assen wordt dan bepaald door 

(7o«* 2;^, = iSm^ 24/ = -^/«' 24/', 
Xe =45" cv^4''. 

Van hieraf worden dezelfde vormen in omgekeerde volgorde en in 
symmetrische ligging doorloopen, tot de groote as van de ellips in 
den cirkel verdwijnt bij een azimuth, dat symmetrisch is met dat, 
waar zij het eerst verscheen; en met oneindige snelheid in den cir- 
kel rond loopend, treedt zij weder in het oorspronkelijk azimuth er uit 
te voorschijn. De beweging van het karakteristieke vlak geeft hiervan 
eene zeer duidelijke voorstelling. 

Het oogenblik van^ cirkelvormige slingeringen geeft in 't geval D 
tot geheel dezelfde beschouwingen aanleiding , nis die wij voor 't ge- 
val A uitvoerig behandelden. 

29. Zooals A de grens tusschen C. I en C. II is, is het geval D 
een grensgeval van B en wel de grens, die B. I en B. II scheidt. 
Is eene slingeringswij ze gegeven, en uitgemaakt, door volgens 
(131) 5 te bepalen, dat zij behoort tot het geval B, dan kan 
men volgens (134) en (132) bepalen, wanneer en in welke richting 
de slingeringen rechtlijnig worden. 

Elk geval behoorende tot de klasse B kan men zoo terugbrengen tot 
een met oorspronkelijk rechtlijnige slingeringen in een azimuth X,\ 
en om uit te maken, of eenè slingering tot de klasse B. I of B. II 
behoort, behoeft men dus slechts het gebied van X^ , dat tot B. I 
en dat tot B. II behoort, voor elke waarde van 4'» te kennen. Deze 
onderscheiding van B. I en B. II naar X^ is in 't bizonder van be- 
lang met 't oog op onze slingerproeven (zie Hoofdst. III). 

In 't geval B. I is (Jo»' ^ <iS'i»* 4^; 

In 't geval B. II is Co%^ e > Sin^ 4/. 
Dus hoort volgens (132) bij 

€o8HX,<Tff*4^ de klasse B. I, 
bij Co8^ 2 Z, > Tff^ 4/ de klasse B 
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In (Ie fig. 8 zijn de geschaduwde deelen het gebied van die 
waarden van X , die aanleiding geven tot verschijnselen van de 
klasse B. II, de anderen het gebied van B. I; de grenslijnen van 
beide vormen het gebied van D, voor de waarde van vj' (SO"), die 
aan de constructie ten grondslag werd gelegd. Neemt T^^ 4^ toe, 
dan breidt zich het gebied van B. I, aan weerszijden van ±45°, sym- 
metrisch uit. De waarde van X^ , die aanleiding geeft tot een ge- 
val van de klasse D, en die wij X^^ zullen noemen, nadert meer 

en meer tot zulk een waarde I O of wel - i , die met eene coördina- 

tenas overeenkomt; want 

Cos^ 2 X ^f^ = Tff* 4^ (145) 

Bij Tff^^ =.1 is het gebied van B. II geheel verdwenen, en valt 
het samen met dat van D; en voor ^*\^>1 heeft men noch het 
geval B. II, noch D. 

Neemt Tf/^ rff af, dan krimpt daarentegen het gebied van B, I 
steeds meer in, tot het voor T^^ J/ =r O in twee rechte lijnen, met 
het azimuth ±45"*, overgaat; zooals uit de theorie van de figuren 
van LissAJOUS bekend is. 

Wij kunnen de onderscheiding van het gebied van B. I en B. II 
gemakkelijk aangeven in de constructie op den bol. Bij de gege- 
ven waarde van J/ berekenen wij volgens (145') X^^, en zetten 
-1-2-ï'^'' en --2X^'^, van P en van P, uit, op den lengtecirkel af. 
Legt men door deze vier grenspunten vlakken loodrecht op het 
lengtevlak, dan zijn dit de karakteristieke vlakken van vier slingc- 
ringsvormen, die behooren tot D. Verder berekenen wij voor een 
gegeven slingeringsvorm, die tot B behoort volgens (132) X,; en 
zetten eveneens + 2 X, en — 2 JT^ op den lengtecirkel van uit P af. 
Wanneer het zoo verkregen punt valt tusschen een coördinatenpunt P of 
P, en het naastbij gelegen grenspunt, behoort het geval tot de klasse 
B. II ; valt het tusschen de grenspunten , zoo behoort het geval tot de 
klasse B. I. Van dit punt X^ gaat in de normale periode het knooppunt 
van den karakteristieken- en den lengtecirkel steeds in denzelfden zin 
verder; de abnormale periode bevat de keerpunten 2X„ (zie 135), 
en deze liggen van de coördinatenas gerekend buiten de punten 
2X^. Eene rechtlijnige slingering uit de klasse B. II, gaat dus in 
de abnormale periode in eene elliptische over, wier groote as zich 
van de naastbij gelegen coördinatenas, terwijl de kleine as toeneemt, 
verwijdert; maar, voordat zij met die coördinatenas een hoek van 45^ 
maakt, omkeert en, terwijl de kleine as steeds toeneemt, er eindelijk 
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mede samenvalt. Van hieraf neemt de kleine as voortdurend af; de 
groote as blijft zich in denzelfden zin bewegen, en verwijdert zich 
dus van de coördinatenas ; zij bereikt de symmetrische ligging van 
de oorspronkelijk rechtlijnige slingering, terwijl de steeds afnemende 
kleine as nog niet nul is geworden; overschrijdt deze ligging nog 
steeds in denzelfden zin; keert later om en wendt zich, terwijl de 
kleine as steeds verder afneemt, weder naar de coördinatenas toe; 
om eindelijk voor de tweede maal de symmetrische lijn van de oor- 
spronkelijke slingering te bereiken. Op dit oogenblik zijn de slinge- 
ringen echter weder rechtlijnig geworden. De figuren 4, 5, 6 zijn 
geconstrueerd met 4^ zzi 150°; de geheele periode is daarbij in 8 gelijke 
deelen verdeeld; fig. 5 en fig. 6 stellen de normale en abnormale 
onderperiode voor van een geval, behoorende tot de klasse B. II; 
fig. 4 stelt bij dezelfde waarde van i)/ een geval van de klasse B. I 
voor ; eindelijk geeft fig. 7 een overzicht van de klasse B. I bij 2^* J/ > 1 , 
waar alleen het geval I van de Klasse B voorkomt. 

§ 5. Betrekking tot de ongestoorde beweging. 

30. Construeert men verder (fig. 8) voor een geval, dat tot de 
klasse B behoort, de omgeschreven rechthoeken met aan de coördi- 
natenassen evenwijdige zijden van de ellips ; zoo neemt de waarde van 

f z=, Arcsin \ a,\ die volgens n°. 17 deze rechthoeken bepaalt, (zie 
(101), vergeleken met de grondformule (A)), een maximum en mi- 
nimum aan bij Cos 2 (2) -f- 5) = ^t 1 , d. i. in het midden der onder- 
perioden. Deze waarden met /m en ƒ. aanduidende, zijn 

Coè<if„ = Cm(5-4/'), fo«2/»/= ro«(f + 4;'). 

Daar in het beschouwde geval f — J/' en f -f \J/' beide positief en kleiner 
dan 180° zijn, is 

ƒ, ^1 !(« — »J*' ) de minimum 
en /jif = ^ (f -(- J/') de maximumwaarde van ƒ 

Wij zullen nu aantoonen , dat , terwijl e het gemiddelde van ƒ. 
en /jf is, ook X^ of — X^ tusschen ƒ. en fa valt, en in een zeer 
eenvoudig verband tot deze staat. 

Uit (132) volgt 

of met (146) 

Tg^ X^ = Tgf^. Tgfyi (148) 



I . . . (146) 



121 

In 't geval B. Il by zwevingen om de ar-as, is ƒ. en ƒ» respecÜe- 
velyk x»s en %^,, en bij zwevingen om de y-as ƒ. = 90®— ;C^, 
en /v=90o~;^5.,; dus 

Tt^*X^ = Tffx.sTi;fXas 1 

Tg^X^ = Cotgx.,^Cotgx^j'^ ^ ^ 

In deze klasse heeft dusdemaximumellips, die zich in de normale 
onderperiode vertoont, eene kleinere; die, welke zich in de abnormale 
onderperiode vertoont, eene grootere verhouding van de kleine tot de 
groote as, dan die zich in de ongestoorde beweging (7 = 0), dus in de 
LissAJOus'sche figuren (die tot de klasse B« Il behooren) zou vertoonen ; 
maar de meetkundig middeneveuredige van beide eerste verhoudingen 
is gelijk aan de laatste. Wordt echter de invloed van de draaiing van 
het coördinatenstelsel zoo sterk, dat de gestoorde verschijnselen tot 
de klasse B. I behooren» en dus een geheel ander karakter dan de 
ongestoorde figuren van Lissajous krijgen, dan is 

ƒ. = %. en/i,/=90ö-;^;,, 

2>«Jir, = g^ (150) 

In de klasse B. I, waar de symmetrie-as van wat bij B. II de 
abnormale periode was, als 't ware 90 ^ verspringt, levert dus het 
quotiënt der maximumverhoudingen van kleine tot groote 
as het vierkant van de maximumassenverhouding, die 
zich in 't ongestoorde vraagstuk zou vertoonen; terwijl in 
de klasse B. II het product van die verhoudingen dit doet. 

{Wordt vervolgd,) 
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K, Zahradnik. 
id. S. 220 — 224. Ort der Punkte constanter Berührungssehnen in Bezug auf 

einen Kegel schnitt. Von H, Zahradnik. 
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GRi ABCH. B. 61, S. 3^9 — 881. Bestimmung der Flacheninhalte jeneir Garven, 
die darch die Gleichung (-J -i-(f) =1 gegeben eind, in welcher m 

ein ganze positive Zahl bezeichnet. Von S. Spiizer, 
CL. M. ANN. B. 12, S. 90—122. üeber rationale Curven vierter Ordnung. Von 

J, BrilL 
j. DE L. T. 3, p. 61 — 78. Sar Ie raecordement de denx alignements droits d'ane 

ligne de chemin de fer horizontale. Par M. /. Collet. 
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SCHL. ZEITSCHR. B. 22, S. 151 — 182, üeber Curven auf Rotationsflachen (Fort- 

setzung). Von Biehringer. 
id. S. 244 — 257. Ueber einige Auswendungec der elliptischen Functionen auf 

spbarische Kegelschnitte. Von Enneper. 
GE. ABCH. B. 60, S. 215, 216. Analoge Eigenschaften der ebenen und sphari- 

schen Parabel. Von E. Mehmke. 
id. S. 274, 275. Théorème sur les cour bes, dont les tangentes font partie 

d'un complexe de, droites du premier ordre. Par M. P. Jppell, 
CL. M. ANN. B. 12, S. 47 — 86. üeber die Darstel lung der Raamcurve vierter 

Ordnung erster Species and ihres Secantensystemes darch doppelt periodische 

Functionen. Von A, llarnaek, 
j. DE L. T. 3, p. 307 — 321. De la déformation qu'éprouve une pièce èi single 

oa a doublé courbure sous Taction de forces, qui lui font subir en même 

temps une flexion et une torsion. Par M. H, Bésal. 



LOGABITHMEN. 

GB. ARCH. B. 58, S. 437 — 439. Bemerkung über die Berechnung vierstelliger 
Logarithmen. Von E, Hoppe, 
id. B. 60, S. 105 — 107. Démonstration élémentaire de deux formules logarith- 
miques. Par P. Mansion. 



MECHANICA. 

N. ABOH. Dl. 3, blz. 83—67, 97—112. Theorie der bascale. Door B, P, Moors, 
id. blz. 163 — 185. Over eenige gevallen van beweging in eene onsamendrukbare 

vloeistof. Door Dr. G, J, Miehaëlis. 
id. blz. 70 — 79. Prijsvraag 12. Opgelost door D. /. Kortetoeg, 
SCHL. ZKiTSCHR. B. 22, S. 126 — 129. Ableitung des elastischen Stosses zweier 
Atome ans mechanischen Principien. Von G. Lubeck, 
id. S. 133 — 150. Versach einer mathematischen Darstellung der Plüssigkeits* 

wellen. Von A. Oiesen. 
id. S. 332 — 335. üeber das Gleicbgewicht einer schweren Flüssigkeit welche 

gegen einen festen Punkt hin angezogen wird. Von A, Giesen, 
id. S. 336—338. Ueber das Mariotti'sche Gesetz. Von W, Oosiewski. 
V. A. DE M. T. 16, p. 152 — 156. Sur un problème de Mécanique rationnellc. 
Par M. Ph, Gilbert. 
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N. A. DE M. T. 16, p. 258—260. Faculté de Pari», Question de lieence (1872). 
Par M. Bourguet, 
id. p. 312—815. Problème de Mécaaiqae rationnelle; solation modifiée. Par 
M. V. IIiou:r. 
GR. ARCH. B. 61 , S. 264—269. Fortrücken der Bahnschcitel eines Pendels, von 
geringer Elongation. Mit Bezugnahme aaf das Foacault'sche Pendel. Von 
R. Hoppe. 
id. S, 844 — 350. Zur Theorie des Keiles. P, Mvuizner, 
CL. M. ANN. B. 11, S. 879—400. Die Zerlegung and Znsammensetzang der unend- 
lich kleinen Bewegangen eines starren Körpers als Hülfsmittel bei Aufstellnng 
der dynainischen DifTerentialgleichungen. Von C. Neumann. 
id. B. 12, S. 222 — 240. Die Mechanik nach der Principien der Ausdehnungs- 

lehre. Von H. Grassmann. 
id. S. 387 — 402. Znr Discassion der Bewegung eines Rotationskörpers in einer 

Flüssigkeit. Von A, Kopeke, 
j. DE L. T. 3, p. 79 — 98. Développements sur la qnestion du mouvement d'an 
point matériel sur nne surface. Par M. II. RésaL 
id. p. 115 — 146. Recherches sur la poassée des tcrres et stabilité des murs 

de soutènement. Pai M. H. RésaL 
id. p. 207—212. Lettre ^ M. Résal. Par M. ö. Bonnet. 
id. p. 213 — 216. Note sur la rotation d'un corps solide aatoar d'un point 

fize, dans un eas paiticalier. Par M. Flye Saint- Marie, 
id. p. 216 — 218. Sur Ie problème des trois corps. Par M. E, Matthieu, 
id. p. 323, 824. Lettre a M. Réial. Par M. Breton {de Champ), 
id. p. 422 — 425. Sur Ie problème des trois corps. Par M. Alleyret, 
j. Y. CB. B. 88, S. 57—64. Zur Elektrodynamik. Von H, Grassmann, 
id. S. 262, 268. Ueber das Grassmann* %c\ie Gesetz der ponderomotorischen 
kraft. Von R, Clausius, 
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(1876). Par M. Terriër. 
M. COR&. M. T. 8, p. 116, 117. Sar un problème de M. Busschop. Par M. 
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id. p. 250. Question 152. Par M. H. van Jubel. 
id. p. 828, 829. Question 246. Par M. L. Camon. 
id. p. 380. Question 249. Par M. L. Camon, 
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6B. ARCH. B. 60, S. 99, 100. £ine geometrische Aufgabe (Fortsetzung). Von 
E. Liebreeht, 
id. S. 224. Eine Schüleraufgabe. Von F, Lucas, 
id. S. 447, 448. Planimetrischer Lehrsatz. Von E, Engelbreeht. 
id. B. 61, S. 225—263. Ueber das Dreieck. Von M, Greiner, 
id. S. 447, 448. Neue Ableitung der Pythagoraiscfaen Lehrsatze. Von A. S^kora, 
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MEEIKUIIDE IN BE &UIMTE. 

SCHL. ZEiTSCHR. B. 22, S. 299 — 310. üeber eine Methode der Berechnung der 
sechs Cardinalpankte eines centrirten Systems spbarischer Linsen. Von 
L, MaWdesaen. 

N. CORR. M. T. 8, p. 168, 169. Question 120. Par M. F, Modard. 

OK. AKCH. B. 60, S. 307 — 335. Fropositions sur les corps de révolation de la 
Geometrie elementaire. Par G. Dosior, 
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GR. ARCH. B. 60, Lit. Ber., S. 2 — 11 Becension voh «Elemente der absolaten Geo- 
metrie. Von N. J. Frischauf." Von 5. Günther, 

j. V. CR. B. 83, S. 293, 294. Elementary Theorema relating to the geometry 
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dimension. By J. Netoeomb. 



ONTWIKKELING VAN PüNCTliÈN. 

N. ARCH. Dl. 3, blz. 80 — 83. Over de ontwikkeling ecner functie in eene reeks 

van Cosin assen. Door Dr. V, A. Julius, 
N. CORK. M. T. 3, p. 110 — 115. Sur divers articles de M. - Mansion, Par M. 

E. Cafafan. 
id. p. 243—247. Calcul de \ ±Sin{2p-{-\)u en fonetion de a: = Sinu. Par 

M. P. Mamion, 



OPFEEVLAKKEN (THEORIE). 

N. ARCH. Dl. 3, blz. 66 — 69. Noot over scheeve oppervlakken. Door D. J. 

Kortetceg, 
SCHL. ZEITSCHR. B. 22, S. 261 — 267. Eine Abbildnng des tetraedralen Gompie- 

xes auf dem^Punktraam. Von A, Weiier. 
N. A. DE M. T. 16, p. 337 — 360. Génération des certaines surfaces par leurs 

lignes de conrbure. Par M. E. Amigues. 
GR. ARCH. B. 60, S. 65 — 70. Geometrische Deutung der Fundamentalgrössen 
zweiter Ordnung der Flachentheorie. Von R, Hoppe. 
id. S. 159 — 177. üeber das Rollen der Flachen auf einandcr. Von R. Hoppe» 
id. S. 218 — 221. Variation der Haupttrigheitsazen. Von R, Hoppe. 
id. S. 276 — 289. Zweite asymptotische Linie einer Begelflache. Von R, Hoppe, 
id. S. 371—375. Ueber Punktlinien auf krammen Flachen. Von F. Hoxa. 
id. S. 376 — 403. Nachtrage zur Curven- und Flachentheorie. Von R. Hoppe. 
id. B. 61, S. 218—220. Note über conjugirte Tangenten. Von F. Hoza, 
CL. MATH. ANN. B. 11, S. 306 — 308. ücbcr correspondirende Fl&chenelemente. 
Von C. Neumann. - 
id. B. 12, S. 485 — 502. Ueber die Haapttangentencurven der windschiefen 
Flache. Von A. Vos». 
3. DE L. T. 3, p. 99 — 114. Mémoire sur les lignes de faite et de thalweg qne 

Von est conduit h, considérer en topographie. Par M. Breton de Champ, 
id. p. 405 — 421. Sur la conrbure des surfaces réciproques. Par M. J. Frank. 
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j. V. CR. B. 88', S. 1—12. üeber die Bcdingung, ünter wclcher eiae Flachen- 

familie einem orthogonalen Flachensysteme aDgehört. Voo /. Weingarien. 
id. S. 300 — 319. Ueber die conforme Abbildnng mehrfach Kusammenhangende 

ebene Flacben. Von F. Sehoithy. 
id. B. 84, S. 219 — 280. Ueber die Benutzung einer vierfachen Mannigfaltig- 

heit znr Ableitung orthogonaler Flachensysteme. Von Mehler. 
id. S. 281 — 237. Der Jfa/u^'sche Satz and die Gleichungen der dadurch defi- 

nirten Flachen. Von O, Bathig. 



OFFEEVLAKKEN VAN DEN TWEEDEN G&AAD. 

scHL. ZEiTSCHR. B. 22, S. 377—395. üeber die Flachen zweiten Grades, fiir 

welche zwei Flachen zweiten Grades zu einander polar sind. Von //. Thieme. 

N. A. DE M. T. 16, p. 808 — 811. Démonstration analytique de quelques pro- 

priétés générales des surfaces da second ordre. Par M. V. Hioux. 
N. CORB. M. T. 8, p. 40—44. Sar Taire de l'ellipsoide. Par M. E. Ghysens. 
id. p. 125. Qaestion 225. Par MM. H. Broeard et J. de Kelg. 
id. p. 326—828. Question 239. Par M. V. Jamet 
id. p. 421, 422. Qaestion 206. . Par M. J. Freson. 
id. p. 422. Qaestion 239. Par M. F. JDubois. 
GR. ARCH. B. 60, S. 22—42. Flèkjhen zweiter Ordnung mit einer Symptosen- 
Axe. Von ö. von Escherich. 
id. B. 61, S. 851—358. Kegelflachen zweiter Ordnung mit einen Symptosen 
axe. Von E, Cruher. 
CL. M. ANN. B. 11, S. 434—463. Ueber ein Flachennetz zweiter Ordnung. 

Von E. Toeplits. 
3. DE L. T. 8, p. 401 — 414. Mouvement d'un point pesant sur un paraboloïde. 

Par M. A. de Saint-Germain. 
j. V. CR. B. 83, S. 72 — 75. Bemerkungen zu derjcnigen Gleichung, von welcher 
die Bestimmnng der Normalen an eine Flache zweiten Grades abhangt. Von 
F, Caspary. 



OPFEK VLAKKEN (BIJZONDERE). 

N. ARCH. Dl. 3, blz. 60—65. Prijsvraag 11. Opgelost door D. /. Korieweg. 
N. A. DE M. T. 16, p. 42—45. Qaestion 1181. Par M. Bravaz, 
id. p. 264, 265. Qaestion proposée aa concours d'admissibilité è l'Ecole Poly- 

technique (1876). Par M. Moret-Blane, 
id. p. 523—525. Question 1210. Par M. A, Brunot. 
N. ooRR. M. T. 8, p. 88, 89. Question 181. Par E. Bewulf, 
GR. ARCH. B. 60, S. 13 — 21. Construction der Wellenflache bei der Brechung 
eines homocentrischen Strahlenbnndels an einer Ebene. Von A, von Frank. 
id. B. 61, S. 144, 145. Sar les lignes asymptotiques de la surface représentée 

par réquation XYZ=.T*. Par P. AppelL 
id. S. 331, 332. Bestimmung des Körperinhaltes jener Flachen, die durch die 

Gleichung ( — ) +(t) "^(t) ~^ gegeben sind, im welcher m 

eine ganze positive Zabl bezeichnet. Von S, Spitzer. 
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j. y. CR. B. 83, S. 210—219. On the doable 6 functions in connexion with 

a 16-nodal quartic sarface. By A. Caylet/. 
id. S. 234 — 24r4. Ueber die Darstellang der Kummer*schen Flache vierter Ordnang 

mit sechzehn Knotenpankten durch die Göpel*ichG biquadratische Aelation 

zwischen vier Thetafanctionen mit zwei Variablen. Yon C W. Borchardt, 
id. B. 84, S. 238—241. On the 16-nodal quartic surface. By //. Cai/ley. 
id. S. 882—854. Ueber die Kummer^WiYkt Flacbe vierter Ordnnng mit secbzebn 

Knotenpankten and ibre Beziehang za den Thetafanctionen mit zwei Veran- 

derlichen. Von H. Weber. 
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SCHL. ZEiTSCHR. B. 22, S. 65 — 86. üeber die Stabilitat des Gleicbgewichtes einer 

auf einem dreiaxigen Ellipsoid mit kleinen Excentricitaten aasgebreiteteu Flus- 

sigkeit, welche der Anziehang des elliptoidischen Kernes, sowie der ihrer 

eigenen Masse nnterworfen ist, Von /. Hagen. 

id. S. 267 — 273. Ueber das Elasticitatspotential nnd einen dasselbe betreffenden 

Satz. Von W. GoHewshi, 
id. S. 311 — 323. Gestalt eines nm einem Centralkörper rotirenden homogenen 
Flussigkeitsringes. Von J. Giesen. 
GB. AUCH. B. 60, S. 225 — 264. Ueber den Durchgang des elektrischen Stroms 

durch eine Kngel-calotte. Von W. Wolf, 
id. B. 61 , S. 286 — 820. Zur Theorie der magnetischen Indaction. Von X. Weber. 
CL. M. ANN. B. 11, S. 809—817. Ueber die Zuverlassigkeit des Ampère* ichtn 

Gesetzes. Von C Nieumann. 
id. S. 318 — 840. Ueber die gegen das ^i^^^r'sche Gesetz erhobenen Kinw&nde. 

Von C, Neumann. 
id. S. 558 — 566. Znr Theorie des Logarithmischen and des iV<?K;/o»*schen Poten- 
tials. Von C, Neumann, 
j. V. CR. B. 84, S. 805 — 831. Ueber das elektrodynamische Grundgesetz. Von 
H. Lorberg. 
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N. coRB. if. T. 3, p. 145, 146. Note sur la série harmonique. Par M. G. de 
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id. p. 159—161. Lettre de M. Z. ^aige, 
id. p. 197 — 204. Sur la theorie des séries, a propos d'un article deM. Catalan. 

Par M. P. Manêion, 
id. p. 295 — 299. Sur deux théorèmes de Sturm. Par M. E, Catalan, 
id. p. 417, 418. Question 103. Par M. E, C, 
id. p. 418—420. Question 106. Par M. E, C, 
GB. ARCH. B. 60, S. 887 — 352. Beitrage zur Theorie der Reihen. Von E, Meisaeh 

id. B. 61, S. 338—836. Summimng der Reihe 2'^fiirM = l, 2, 8, 4, 5. 

n 

Von G, Bobinski, 
id. S. 484 — 488. Producte einiger Factorenreihen. Von G, Bobinski, 



131 



ST£LKU2iO£. 



K. AECH. 1)1. 3, blz. 208 — 207. Iels over de som der gelijknamige machten van 
de wortels der algemeene tweede-machtsvergelijking. Door Dr. W. Kapieyn. 
id. blz. 208 — 210« Iets over de tweede-machtswortel uit eene vierledige wortel- 
grootheid. Door 1), Bierens de Haan. 
N. A. Dfc M.' T. 16, p. 281, 282. Question 1062. Par M. Eseary. 
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velle Correspondance. M. 8. Realis, 
id. p. 220. Question 105. Par M. J. Freson. 
id. p. 222, 223. Question 223. Par M. /. Fresofi. 
id. p. 315, 316. Lettre de M. E, Lucas. 
id. p. 884, 385. Lettre de M. S. Realis. 
GR. AUCH. *B. 60, S. 445. Identité remarqnable fournie par la quatrième puis- 
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id. B. 61 , S. 113 — 121. Geometrische Veranschaulichung des binomischen Satzes. 

Von Koppe. 
id. S. 185—217. Deber Interpolatien. Von Nell. 
j. V. CK. B. 84, S. 70 — 79. Sur la formule d'interpolation de Lagrange. Par 
M. Ch. Hermite. 



ST£BFT£TAPELS £N LEVENSVZBZEKEBINO. 
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ten. Von C. J. Malmsten. 



SUBSTITXJTIEN. 



N. ARCH. Dl. 3, blz. 198 — 202. Eene stelling uit de theorie der lineaire sub- 

stitutiën. Door N. L, W. S, Gravelaar, 
GR. ABCH. B. 61, S. lil, 112. Relation zwischenOrthogonalcoefficientensystemen. 

Von 8. Hoppe. 
CL. M. AMN. B. 12, S. 23 — 46. Ueber endliche Gruppen linearer Transformatio- 
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Von F. Netto. 
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id. S. 71 — 77. Zur Theorie der Symmetriepunkte erster Ordnung. Von E. ffain. 
id. S. 88 — 91. Die Höhenschnitte der Dreiecke aus vier Geraden. Von E. ffain. 
id. S. 92 — 98. Ueber isogonal entsprechende Punkte des Dreiecks. Von E. ffain. 
id. S. 290 — 302. Beitrage zur Theorie des Dreiecks. Von E. Hain.^ 
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Tetraeder. Von E ffain. 
id. S. 304 — 306. Bemerkung über Symmetriepunkte des Tetraeders. Von E. ffain. 
id. S. 404 — 409. Ueber Doppelverhaltnisse. Von E. Hain. 
id. B. 61, S. 177 — 182. Der Punkt der gleichen Paralleltransversalen. Von 

E, ffain, 
id. S. 182 — 184. Isogonal entsprechende Gerade des Dreiecks. Von E, Hain. 
id. S. 417 — 426. Untersuchungen über das Dreieck. Von E. Hain. 
CL. M. ANN. B. 11, S. 84 — 110. Das Imaginare in der Geometrie und das Rech- 

nen mit Würfen. Zweite Abhandlung. Von J, Lürotk. 
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und von n Strahlen. Von H. ScAubert, 
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BULL. MATH. T. 1 , p. 137 — 140. Notcs sar Thomographie et l'homologie des 
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id. S. 216 — 218. Ueber rationale Wurzeln kubischer Gleichungen in rationaler. 
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OVER DE BETREKKELIJKE BEWEGING, 



DOOB 



H. KAHERLlitGH OIVIVES. 

(Vervolg van bladz, 121.) 



HOOFDSTUK UI. 



TOEPASSINGEN VAN HOOFDSTUK II EN BEHANDELING VAN BENIGE 
VRAAGSTUKKEN OVER SLINGERS VOLGENS DE METHODE VAN 

HAMILTON-JACOBI. 



§ 1. Proeven van Foucaült over de MlUngen van een staaft waarvan 
het eene uiteinde aan een draaiende as bevestigd is. 

31. W^ij zullen nu eenige verschijnselen bespreken, in welke men 
door de voorafgaande beschouwingen een helder inzicht verkrijgt. 

In de eerste plaats vestigen wij de aandacht op de proeven, die in 
de Fortschtiite der Thysik in 1850 — 51 als volgt beschreven worden: 

„Hr. FoucAüLT macht einige neue Mittheilungen über den Ver- 
such mit einem schwingenden Stabe, welcher auf der Welle einer 
Drehbank befestigt ist. Er zeigt dass im Allgemeinen die Stahl- 
drahte, die man im Handel findet, weder homogen genug noch 
genau genug cylindrisch sind , um schwingende Stabe bilden zu kön- 
nen, welche ihre Schwingungsebene uaverandert beibehalten. V\''enn 
diese Stabe an einem Ende befestigt sind und nachdem man sie aus 
ihrer Gleichgewichtslage abgelenkt hat, sich selbst überlassen werden, 
80 geben sie eine Eeihe von Schwingungen, deren Figur um zwei 
besondere, auf einander senkrechte Kichtungen herum unaufhörHch 
der (j-estalt und der Lage nach sich verandert. 

Wenn aber der haltende Apparat oder die Welle der Drehbank 
vorher in eine rotirende Bewegung versetzt ist, so treten ganz an- 
dere Erscheinungen ein. Welche auch die Bicbtung des dem Stabe 
mitgetheilten ersten Impulses und welche die daraus entstandene 

10 
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Schwingungsart iet, mag diese elliptisch, kreisförmig rechtsdrehend 
oder linksdrehend sein, jedesmal verharrt die Schwingung in ihrer 
Gestalt und in ihrer Richtung; sie ist so zu sagen im Raume durch 
die Rotation des haltenden Apparats fixirt, welche den dunnen Me- 
tallstab Yon den Eehlern in der Homogenitat oder in der cylindri- 
schen Gestalt frei macht. Hr. Foücault schloss früher, dass beim 
Pendel ahnlich die Schwingungsebene von der Rotatjpn des Auf hangs- 
punkts unabhangig sein müsse." 

Wij nemen aan, dat de as van den staaf met de as van draaing 
samenyalt; noemen de draaingssnelheid om deze 7; en duiden met 
Xii yt de afwijkingen van een punt i op de as van den staaf aan, 
in een vlak loodrecht op deze en ten opzichte van een linksch, (zie 
n°. 2), rechthoekig coördinatensysteem , waarvan de oorsprong in de 
dxaaiingsas, en de assen voortdurend in de door Eoucaült aange- 
duide hoofdrichtingen van den staaf vallen. Verder nemen wij aan, 
dat de afwijkingen oneindig klein zijn; dat de verdeeling der massa's 
om de as symmetrisch is; en dat het verschil van de trillingsduur 
in twee verschillende richtingen alleen het gevolg is van verschillende 
veerkracht. Dan is in de ongestoorde beweging de krachtfunctie 
weer van den vorm (90), en de levende kracht 

2'==t;(i,«+y,»), 

waar v eene standvastige is, die van de verdeeling der massa's af- 
hangt. Volgens n'. 9 wordt de storingsfunctie, afkomstig van de 
beweging der coördinatenassen , wanneer wij het gedeelte dat van de 

tweede orde is, nl. 6^ — |2S— 7 ;:- als in n®. 16 verwaarloozen , 

en omdat Jr=0 is, gelijk aan — Z, Volgens (9) is 

en wanneer wij het punt, welks coördinaten o?/, y,- worden, nog 
zoo op de as van den staaf kiezen , dat r = 1 , verkry gen wij 
juist dezelfde karakteristieke fanctie en storingsfunctie als die, welke 
wi^* in Hoofdstuk II, § 1 behandelden. Daar men mag aannemen, 
dat y klein is tegenover het aantal trillingen van den staaf in eene 
seconde, en by deze proeven jp^q wederom zeer klein ten opzichte 
van y was, wordt dus ten opzichte van de draaiende coördinaten» 
assen de beweging van het waargenomen punt bepaald door de con- 
structie (O) in Hoofdstuk U, § 2. De bewegingsvormen in de 
^volstrekte beweging volgen elkaar juist zoo op als in de betrekke- 
lijke; maar z\j hebben ten opzichte van het volstrekte rustend coör- 



4: f ^ ^ , ^Xi di® ^^^ vorm der slingeringsfaromme be- 
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dinafcenstelsel eene andere ligging. Men vindt deze, wanneer men 
de lengten in de constructie (C) niet van uit het punt P meet, maar 
van uit een punt, dat zich. uit P over den lengtecirkel met de gelijk- 
matige snelheid —^y voortbeweegt. Is nu, gelijk in de bedoelde 
proeven, q^p zeer klein ten opzichte van y, dus volgens (115) 
Tg^ zeer groot, zoo is de hoek QOooJ^ in de constructie (C) 
zeer klein, en vallen de lengte- en de tijdcirkel nagenoeg samen; bij 
de verschuiving van den karakteristieken cirkel verandert de hoek 

V Co»^ ^ 
paalt, slechts zeer weinig; en verschuift het knooppunt van den ka* 

rakteristieken- en den lengtecirkel nagenoeg met de snelheid — — ^ ; 

de afstand van dit knooppunt tot het denkbeeldig punt, dat uit P 
met de snelheid — 2y over den lengtecirkel loopt, (en de ligging 
van de vaste coördinatenas ten opzichte van de bewegende voorstelt), 
verandert derhalve slechts zeer weinig. Dus blijven vorm en ligging 
der volstrekte slingeringen tamelijk onveranderd. 

Wanneer de verdeeling van de massa's om de as niet gelijkmatig 
is, zijn er twee richtingen loodrecht op elkaar, waarin bij dezelfde 
snelheid van afwijking de levende kracht een maximum of een mini- 
mum is; en wanneer men deze richtingen als oyy-assen neemt, 
heeft zij in 't algemeen den vorm 

waar t?, en w^ van de verdeeling der massa's afhankelijke standvasti- 
gen zijn, wier verschil bij Eoücaült's proeven met y vergeleken 
slechts eene kleine grootheid was. Wanneer de hoofdrichtingen voor 
de veerkracht met die voor de verdeeling der miassa's samenvallen, 
wordt de krachtfunctie 

de storingsfunctie blijft 

Lzziv^y^Xiyi—yXt). 

„ Men brengt dit geval tot het vorige terug door de substitutie 

i. ... 

dus vindt men de bewegingen in dit geval uit die in het vorige, 

wanneer men voor öf""i'>^(~\/~*"^) ï^eemt, en elke sllngerings- 

10* 
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kromme met het oogenblikkelijk coördinatenstelsel der se, y in de ver- 
houding V»!: V^i iii de richting van de y-as uitrekt. Omdat deze 
verhouding slechts zeer weinig van 1 afwrijkt, heeft dit slechts eene 
zeer kleine verandering in vorm en ligging der slingeringskromme 
ten gevolge. Dus bHjven weer vorm en ligging der slingeringskrom- 
men in de volstrekte beweging nagenoeg •onveranderd. 

Terwijl in het vorige de juiste verklaring der proeven van Fou- 
CAüLT oyer slingerende staven gezocht moet worden in de, nagenoeg 
met de proeven overeenstemmende, onderstelling dat de hoofdrich- 
tingen voor levende kracht en veerkracht samenvallen, blijkt er 
tevens uit, dat eene menigte andere opmerkelijke verschijnselen zich 
bij andere waarden van y en q — p vertoond zouden hebben. 

82. Eindelijk kan het meest algCQieene geval, dat nl. de verdee- 
ling der massa's zoowel als de weerstand der veerkracht tegen buiging 
in verschülende richtingen verschülend is, en de hoofdrichtingen voor 
de veerkracht en voor de verdeeling der massa's niet samenvallen, 
tot elliptische integralen worden teruggebracht. Noemen wij de hoofd- 
richtingen voor de levende kracht weder Xy y, die voor de veerkracht 
«^, y'3 zoodat 

is; nemen wij verder tusschen de x^ yi en de ar/, y/ 

Xi' :=:.XiCo8^-\'y iSin^, y/z=yfCos4f'\'XiSin4f 
als vergeUjking aan; dan wordt 

waar 

y» =^ Cos^^ + qSin^ 4^, 5^* =zqCo8* ^ +pSin^ +. 

Neemt men weer aan, dat het punt, welks coördinaten Xt en y^ 
wij nagaan, zoo op de as van den staaf gekozen is, dat r = 1; en 
maakt men weer gebruik van de substitutie 

«.,y,* = ü,y/'^ q-^ = gf^h., 
zoo wordt de karakteristieke functie voor ons vraagstuk 

Wijj moeten dus nu, om dezelfde ongestoorde beweging als in 
n% 81 te verkregen 9 

^{p-q)Sin%4f.Xty,'-'L= Si 

als storingsfunctie beschouwen. Tolgens (98) en (96), en omdat men 
van %Sinp'f.Sin^'f' slechts CosTq in aanmerking behoeft te nemen, 
wordt 
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Ihis vindt men in plaats van (106) en (108) 
Tt 



'=-2yJci,(k^x,)(yCo8T,'-lSinTo), 



waar z = i (EZI^^LÜ . 

Met (107) komt, A"= ?^' 

steUende , «» To + - Cb» r, = ^ (a' - X"*') 

y V«'(i-«') 

OTereen, en geeft roor 

Y—Tg\T^ en A-~ {~^"*' , 



=^0*V'r'.-^' + ') = 



». 



dus komt met «' = -2., 



— _-2V«(l-«) q:yi — . 

ea < = I — - + I , + I . + 

J ^i J ^1 \/«'(l-«') J 5, V*0+«I «'+*!«'* 

+ /• '^»' , 

waar 5|, B^^ B^, B^ rationeele stelkundige functiën van a,\ en 
^ö**'^i> ^o***^t standvastige coëfficiënten zijn. Hiermede is de 
bovenstaande beweering bewezen. 

§ 2. Oneindig kleine bewegingen van een lichaam, daf zich vrjj om 

een punt bewegen kan, wanneer het aan de zwaartekracht 

onderworpen is, en nten van de draaiing der aarde afziet. 

33. Dit vraagstuk levert eene tweede toepassing. Voor het geval, 
dat het lichaam een omwentelingslichaam is, welks zwaartepunt in 
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zijne as valt, is de beweging ook voor eindige amplituden bekend, en 
reeds* door Lag bange behandeld en door LoTTNEft ^) tot elliptische 
functien teruggebracht. Ligt het zwaartepunt wel op een der traag- 
heidsassen, maar zijn de drie traagheidsmomenten allen ongelijk, 
zoo is om het vraagstuk in eindigen vorm te kunnen oplossen reeds 
de onderstelling noodig, dat de snelheden oneindig klein blijven 
(zie echter { 6). Dan geven § 1 en § 2 van lloofdst. II Weder een 
helder inzicht in de wetten der beweging. Ofschoon nu het meer 
algemeene geval, dat het zwaartepunt ook niet meer op een der traag- 
heidsassen ligt maar eeile geheel willekeurige ligging heeft, zich bij 
oneindig kleine snelheden eveneens tot deze bewegingstypen terug 
laat brengen, kan men, om het beginsel dier toepassing te doen uit- 
komen, met de beschouwing van het gestelde geval volstaan. 

Nemen wij twee coördinatenstelsels met den oorsprong in het op- 
hangpunt van den slinger aan, een vast in de ruimte, dat der u, v, 
«7, en een vast met den slinger verbonden, dat der gj >!, ?. Laat 
beide linksch (zie n°. 2), en verder zoo gekozen zijn , dat de + w-bls de 
naar beneden gerichte verticaal is, de |, >j, ^-assen de hoofdtraag- 
heidsassen voor het ophangpunt zijn, en dat zij in den evenwichts- 
stand van den slinger met de u^ v, w-assen samenvallen. De lig- 
ging van den slinger willen wij da j-, als volgt bepalen : men draaie 
het 5, M, ? systeem links om de ^-as, totdat de ^-as met zijne oor- 
spronkelijke ligging den hoek p insluit, dan om den nieuwen stand 
van de ^-as wederom naar links, en eindelijk om de >j-as, in den 
stand, welke zij nu verkregen heeft, eveneens fl naar links. Dan is 

t; = P,|4/3,i, + (33^, (151) 

wanneer 

«1 = Cos d ,Co8 p — Sin (p . Sin ö . Sin p , a, z^ — Co80, Fin p , 

«3 = Sin 6 . Cos p -|- Sin $ . Cos d . Sin p , 
^1 = Sin(p, SinLCosp'\' CosL Sinp, pj = Cos^pXosp^ } (152) 
jSj = — Sin (pXos ö .Co«p + Sin 6 . Smp , 

K 

yi = — Co8(p , Sin^, y^ = Smcf , y^ = Cos0. CosL 
Hieruit volgen de ontbondenen p\ q\ r' der draaiingssnelheid van 
den slinger, volgens de oogenblikkelijke richtingen van de traagheids- 
assen-5, tj, ^, 



V 1) CftCiiE, Bd. 5Ö. 
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dt at 

/ =z Sin 6 tf + Co^^.Co%(^ ^ 



(153) 



/ 



Verder wordt de uitdrukking van de levende kracht T, volgens 
(20), wanneer P, Q, iJ de traagheidsmomenten om die assen zijn, 

dt) 



r=f(p/» + <2/H-«»-") = i 



[(-'(rf)" +<"'(«) + 



(3.S)(J-;)"+2(l.S) 



d<^ dp 



^(^•«)j;i-0'--(^^*) 



waar 



«?< dt 
(l.l)zr=P(7o4»« + JJ5'w'ö, 

(2.2) = <3, 

(3.3) =(P Sm" «+iJCo«M) ro«»<ï)+ e Si»* <ï),| . (166) 

(1 . 3) = (8. 1) = {R-P)CosL SmLCos<p, 
(i.3)z={3.2) = QSin(p. 
Volgens (24) is 

|(1.1), 0,(1.3) 
i)z=0,(2.2),(2.8) =(l.l)[(2.2)(3.3)-(2.3)*]-(1.3)*(2.2);(lB6) 
l(3.1),(3.2),(3.3)'' 

J) = PQBCo3^(p, 

j^^ = Q{PSin^d-\-R Coa^ 6) Cos* cp , 
dB 



\ 



(2.3)(3.1)~(2.1)(3.8) = 

= Q{R — P)Sin(p.Cos<p.Smd.Cos6, 

QSin* Cp (P Cos* 6 + BSin* 6) + PRCos*<p, 



3(1.2)" 

t>(2.2)' 

:^^=q{PCos*è + RSinH), 



(157) 



dB 



9(1.3) 
dB 



= e (P— R) Cos 6 . S«« d.Cos(p, 
= — Q{P Cos* $ + R Sin* ö) Sm cp. 



/ 



ït(2.3) 

en wordt de karakteristieke functie van het stelsel (zie n". 4) vol- 
gens (30) 



Ié2 



PSin*i + RCo»''6 ,./l . P CoaH + RSinH „ , ^\ 



+ 



+!- 



PCoaU + RSinU . . {R- P)CosLSin^ ^ . 
IPRC^^^P' + PR ^^^'P^P^^ 

a3" ^r dT 

waar nu i'i = rr » i?i = -^ , i?3 = r^ • 

d$ J6 np 

De krachtfunctie is , wanneer met M het product van de massa van 
den slinger, den afstand van het zwaartepunt tot het ophangpunt en 
de versnelling der zwaartekracht aangeduid wordt, U=MCos0,Co8^; 
dus is voor oneindig kleine waarden van j!?,, PaPzi (p en ö, en 
wanneer geen der traagheidsmomenten oneindig klein ten 
opzichte van de beide anderen is, — welk geval wy in deze § 
uitzonderen ; — de karakteristieke functie van het stelsel , tot op groot- 
heden van de derde orde, 

en de karakteristieke functie voor dit vraagstuk (zie n". 4) 

wanneer ^^^'^ +|^ +|^^- + f <^' + f «'-if. . . . (169) 



E.=^K^P 



en met 



Pi d(p jPj dh 

T~Tt' 'q~Tv 



6', mag, ofschoon van de derde orde zijnde, niet altijd tegen de 
grootheden van de tweede orde verwaarloosd worden, daar het in 
sommige gevallen in verloop van tijd eene merkbare verandering ge- 
ven kan; wij zullen liet dus als storingsfunctie beschouwen. De ge- 
deeltelijke difterentiaalvergolijking , die met E overeenkomt, behande- 
len wij nu als in § 1, lloofdst. II; wij nemen 

^P 

eene nieuwe willekeurige standvastige, zoodat dus j»3=^Pu» ^^ 
schrijven 
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dan is, bij invoering van overeenkomstige a^, (3o , t en van eene 
nieuwe willekeurige standvastige pj, 

en het stelsel van canonische integralen 






P = -P^ + (^-t)^ met/;, = i2:^ = p,, 



Pi=iyJ2P(k'-ccQ)Co8pé\ p^= }j2Qao Cosqt \ jp, = po, 
stellende 

De storingsfunctie /S', , in de elementen uitgedrukt, wordt dus 



(162) 



2P, 



S, = ^J{P-E)pSinqt'.Co8pf-QgSmj>f.Coaqt'] V(A'-«,>«. 
In S^ komt p| niet voor, en daar volgens (17) 

dPo _ ^^, 
(^^ ~ Sp, ' 

blijft in de gestoorde beweging po, en dus ook -— , standvastig. 

Ter bepaling van p, als functie van den tijd dient 

^Sf e?Pi 

Bij deze differentiatie verkrijgt men grootheden van de tweede orde , 
zoodat men ook p, als standvastige beschouwen mag; dan echter 
hebben p„ en p, voor de oplossing van het vraagstuk geene andere 
betcekcnis meer, als dat zij de ligging van het coördinatenstelsel be- 
palen, ten opzichte waarvan op elk tijdstip de (f en 6 door de an- 
dere vergelijkingen worden bepaald. 

Dergelijke beschouwingen als in § 1, Hoofdst. II bewijzen, dat 
van 5j slechts 



2po 



[-^■^^«-(^^'-ïo] vr^^iö^ 
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in aanmerking komen kan; zoodat met (95) 

S^=^-^ ^^ SinT, VF=^>7> 
^ \ RM 

of S, =1^ §^ SinT, \lih'-c,,)cc, (163) 

Deze 5, heeft dus voor het vraagstuk slechts dan beteekenis, wan- 
neer P en Q nagenoeg gelijk zijn; is dit niet het geval, dan geeft 
(162) (LissAJOUS* figuren ten opzichte van het door p^ enp, bepaalde 
draaiende coördinatenstelsel) terstond de volledige oplossing. 

Om deze ook aan te geven voor het geval, dat P en Q nagenoeg 

gelijk zijn , leggen wij door het punt «?=V^> « = 0, « = 
op de 2<?-as een horizontaal vlak, en beschouwen de beweging van 
het snijpunt van de bewegende ^-as met dit vaste vlak. Wanneer op 
een bepaald tijdstip eene oneindig kleine draaiing van den slinger 
om dft ?-as, wier ligging op dit oogenblik door p wordt bepaald, 
plaats vindt, beweegt dat snijpunt zich in eene richting, die wij 
als coördinatenas der x in dit vlak zullen beschouwen. Vindt daar- 
entegen op hetzelfde oogenblik eene andere draaiing 6 plaats om de 
i^-as, bepaald door de waarde van p op dat oogenblik en door (f imO, 
zoo zal zich het snijpunt van de ^-as met dit vlak in eene richting 
loodrecht op die der x bewegen , die wij als coördinatenas der y zul- 
len nemen. Wij hebben zoo een coördinatenstelsel verkregen, waarin, 
ten opzichte van de -f tt?-as , de y-as links omgaande op de a:-as 
volgt; dat tot oorsprong heeft de ligging van het beschouwde snij- 
punt bij = en 6 = 0; en dat om de -J-a?-as met de snelheid 

-77- draait. 
at 

De vergelijkingen 

Xi=i- \/2(A' — ^o) Sinp i\ y i ^=z - "^ ^ cc^ Sinq t\ 

^ , ^ ! • • (^ö4) 

y = -TT dt (^^^^ 

gesteld werd, drukken de beweging van het snijpunt van de f-as 
in zijne beweging met den slinger ten opzichte van het om zijn oor- 
sprong draaiende coördinatenstelsel der xy uit, en zijn dezelfde 
als de in § 1, Hoofdst. II behandelde, wanneer men aan y de 
waarde y' geeft. 
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Om de volstrekte beweging te kennen, waarin dezelfde slingerings- 
▼ormen, maar anders gelegen, voorkomen, moet men in de over- 
eenkomstige constructie (C) de lengte van het knooppunt van den 
karakteristieken- en den lengtecirkel meten van uit het punt, dat zich 

met de gelijkmatige lengtesnelheid —2-— uit P over den lengtecir- 

dt 

kei voortbeweegt. 

34. Bij dezelfde waarden van -^^ enj? - q nadert y tot het grensge- 

(tv 

op __ p 

val y' s= O, wanneer — kleiner wordt, of wat hetzelfde is, de 

gedaante van het draaiend lichaam meer en meer tot die van eene 
cirkelvormige schijf nadert. 

Beschouwen wij eerst dit grensgeval. 

Men neemt dan ten opzichte van de or^-assen de figuren van 

LissajÓus waar. In de volstrekte beweging zou men dus dezelfde 

slingerings vormen elkaar zien opvolgen, maar de groote as van die 

dp 
krommen zou op elk oogenblik j-^ in den zin van de beweging 

(t t 

verschoven zijn , wanneer men bij het begin der waarneming ^ = O 
stelt; de vorm der ellipsen wordt by aanvankelijk vlakke slinger in- 
gen bepaald door x^ , het azimuth der beginslingering ten opzichte 
van de gelijktijdige projectie van de traagheidsassen van het ophang- 
pnnt, (de rcy-assen in hunne ligging bij ^ z= 0); en de maximum- 
verhouding van de kleine as tot de groote is Tgx^^ of Cotgx^^ al 
naarmate de figuren zweven om de a?-a8 of om de y-as. Het ge- 

bied, dat de groote as der ellipsen in den zin van — doorloopt, 

wordt dus uitgebreid; en de hoek, wiens tangens de maximumassen- 
verhouding aangeeft, is in .deze onderperiode kleiner dan de halve 
hoek tusschen de oorspronkelijke en de eerstvolgende regtlijnige slin- 
gering. Het gebied, dat in tegengestelden zin wordt doorloopen, 
krimpt in; de ellipticiteitshoek is in deze onderperiode kleiner dan de 
halve hoek tusschen de oorspronkelijke en de eerstvolgende rechtlij- 
nige slingering; zij is dus gedurende deze onderperiode kleiner dan 
volgen zoude uit den hoek van hare begin- en eindslingering. Ja, 



wanneer 



w (-7^1 < — - — ^23*0 is, ligt dit gebied geheel aan 

de tegengestelde zijde van de beginslingering, als waar het gebied, 
dat met deze onderperiode in de figuren van Lissajous overeenkomt. 
Tallen zoude. 
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Zooals in dit onbereikbaar grensgeyal de opvatting van de be- 
wegingsverschijnselen als draaiende figuren van Lissajous het hel- 
derste inzicht er in zou geven, zal men in 't algemeen, en in 
't bizonder voor 't geval, dat R ten opzichte van P klein en 

dus / nagenoeg -~ is, de bewegingsverschqnselen het best overzien 

at 

door ze op te vatten als ontstaan door draaiing der in § 1 en § 2 
door mij beschreven figuren om eene as loodrecht op hun vlak. 

Komen bijv. abnormale perioden voor, zoo wordt hun gebied groo- 
ter; terwijl het gebied der normale perioden, die immers met eene 

snelheid grooter dan —• doorloopen worden, geheel valt aan de 

(tv 

zijde tegengesteld aan -~, ligt het gebied van de abnormale perio- 

(it 

den weder in den zin van tt hier overheen, en eindigt Uan die 

at 

zijde van de oorspronkelijke slingering, waarheen ^- gericht is. De 

eindslingering is dan (zie (126)) 

dp -._dp 2t ^ , 

— nz= -jj — to«\^ , 

at at y (jp -y)» 

van uit de oorspronkelijke ligging verschoven, of, omdat volgens 
(165) en (115) 

is, T^j-^Sin^'. 

dö 
in den zin van -jj. 

at 

Komen geen abnormale perioden voor en beweegt dus de groote 
as steeds in dezelfde richting verder, zoo valt ook aan het einde van 
de geheele periode de slingering in het azimuth 



'(^-2^^^*') 



van de oorspronkelijke slingering uit in den zin, die aan -— • 

af 

tegengesteld is, gemeten. 

§ 3. Behandeling van hetzelfde vraagstuk met inachtneming van 

de draaiing der aarde, 

35. Deze levert eene derde toepassing. De karakteristieke functie 
is daarbij samengesteld uit die van het stelsel, uit de negatieve 
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krachtfunctie der algemeene aantrekkingskracht ten opzichte van het 
in de aarde vaste stelsel der u, v, to in zijne oogenblikkelijke lig- 
ging, en volgens (63) uit 

\ s r oq^ öq^ J) d(rs)/ 

In n*. 36 zullen wij bewijzen, dat dit eenvoudig —(JT-fZ) is. K, 
G en L moeten volgens (6), (7), (9) bepaald worden uit de bewe- 
ging van het ophangpunt, « = 0, ü=0, «j = 0, met de aarde, en 
uit de draaiing der u, v, tc-assen met de aarde om het ophangpunt. 
De in n°. 2 aangegeven beteekenis van G en L stelt ons in staat 
hunne uitdrukkingen voor dit geval terstond neer te schrijven. Zijn 
fis, ^, y de componenten van de draaiingssnelheid der aarde volgens 
<^6 ^9^9 ^-assen in den stand, die zij op het beschouwde tijdstip 
innemen, zoo is namelijk 

L = Pp'c^ + Qq'p + Rr'yA 
2G = Fcc^ + Q^^ + Ry\ 1 ^ ^ 

Is verder ZT"^*^ de krachtfunctie van de algemeene aantrekkings- 
kracht op den slinger, zoo is de ScHERiNo'sche krachtfunctie in de 
betrekkelijke beweging ten opzichte van het in de aarde vaste stelsel 
der «, V, 10 1 ZZ^'^+JT+G^-fZ, volgens (10). Voor elke ligging 
van den betrekkelijk in rust verkeerenden slinger wordt de kracht, 
die er op werkt, bepaald door de krachtfunctie U^'^ •\-K'\- G; dit 
is dus de krachtfunctie der zwaartekracht. Beschouwt men de zeer 
geringe draaiingssnelheid der aarde als klein van de eerste orde, en 
kiest men als f^-as den evenwichtsstand van de verbindingslijn van 
zwaartepunt en ophangpunt; zoo wordt deze krachtfunctie, tot op 
grootheden van de tweede orde, nauwkeurig door MCoacp.Cos^ uit- 
gedrukt. Ook G kan als grootheid van de tweede orde verwaarloosd 
worden. Dus blijft voor de karakteristieke functie 

Hierin is bij oneindig kleine amplituden, en de ontbondenen der 
draaiingssnelheid van de aarde volgens de assen der u, v, to, met 
^ui Pv9 7v> aanduidende, 

+ «(^ +4> ^) { -«« -Swp + ^p C7MP+ (|)y«,} -i- 
h^(6^+ y^){(flCMp + <f-Smp)««+(flSi»p-cf Co«p)^,-|-y,,}. (167) 
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Wij schrijven dit in den vorm: 

waar de Zo], Zg, enz. geene andere veranderlijke dan p bevatten, 
en van de orde van de draaiingssnelheid der aarde eijn ; en ontbinden 
de karakteristieke functie in 

"^'V''' «"TT''"'' 

5'=S.-Z..<p^^-Z,.«^^. ^.(168) 






c^/J. èp 

zoodat zr = i;' + S' - S". 

De oplossing van de gedeeltelijke differentiaalvergelijking, die met 
jff (168) overeenkomt, kan men tot op grootheden van de tweede orde 
ten opzichte van de draaiingssnelheid der aarde, zooals door uitvoe- 
ring der differentiatie blijkt , terugbrengen tot de bepaling van F door 
(159), wanneer men de overeenkomstige functie hier V en 

stelt. Deze functie levert weer dezelfde canonische eindintegralen ; 
voor de jpi, j?^, ^3, die wij hier een oogenblik met j»/, jPj', j»/ 
aanduiden zullen, terwijl wij voor de vroegere waarden dezelfde 
schrijfwijze behouden, vindt men echter 

overeenkomstig de 1}eteekeni8, die ^j', /?,', jp,' (zie 86) nu hebben; 

"èT , èT 'dZ 
waïit/terw^l /?i ^= -r- is, wordt Pt sss -7- -| r» 

dep dep d^ 
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Voor de storingsfunctie komen, daar wij o?eral de tweede machten 
van de draaiingssnelheid der aarde verwaarloozen , deze Tcrschillen 
niet in aanmerking. Behalve S^ zijn de termen, die Z,j en Zj, 
bevatten, de eenige van S' en S", die gedurende langen tijd het- 
zelfde teeken vertoonen, en blijft dus alleen 8' in aanmerking te 

nemen. In de i^^ , enz. (vergel. 167) komt pz= — p,-f-^(^-r) 

IC 

voor, maar niet in Z^ en Zj,. Daar echter deze alleen in de 

storingsfunctie overblijven, en, volgens n*. 33, 

vr — = ü en ^r — = ü , 

blijft , wegens .r — = O , — - = O , 

^Pi ^P 

volgens (17) ook ^ = O en ^ = 0; 

at at 

dus Po en p^ standvastig. Volgens (167) is 

^ii=^Qrivf ^11 =(— ^ + -?2)y«;; 

dus 5'z=^,+y,|^(P-i2)ö^-(2(|)^J; 

en deze grootheid onderscheidt zich van de Sj in het vorige vraagstuk 
(zie (160)) slechts daardoor, dat in plaats van 

dp I ^P 

Tt' '^''^Tt 

optreedt. 

Voeren wij weer heta?, y stelsel van het vorige vraagstuk in, zoo 
wordt de beweging van het snijpunt van de ^-as met het x y-vlak , 
ten opzichte van het oj, y stelsel, door de constructie (C) gevonden, 
wanneer men voor y de waarde 

^- -^ {^-^'i) ■ ■ ••« 

(vergelijk 163) neemt. Om nu de betrekkelijke beweging ten opzichte van 
de aarde te vinden, moet men opmerken, dat de o?, ^ om de loodrecht 
op hen staande «7-as, ten opzichte van het », v, w stelsel, met de 

snelheid -j- draaien; men verkrijgt haar dus, wanneer men in de met 
at 

y' uitgevoerde constructie de lengten telt van uit een punt, dat 

met de snelheid -* 2 ^ over den lengtecirkel van uit P voortbeweegt. 

at 



i2~=l ^J^^.,^ — G=0 
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36. Wij zullen nu zien, hoe bij een licliaam, dat vrij om een 
punt draaien kan, de storingsfunctie van de tweede orde voor de 
betrekkelijke beweging, die van de voorwaardevergelij kingen van het 
bewegende stelsel afhangt, 

ai d£ 1 ^D 

^ ijl ^ Mr^^) 

wordt (zie n». 9). 

Volgens (166) is L = Pp' et+ Qg' ^ -\- Er' y, 
en volgens (153) 

^i = PCosêx+R8iniy, 

'dep 

- = R Cosd .Cos<py — P SinS .Cos:px -{- Q^Sm0. 



Vormen wij nu, met behulp van (157) en (156), 

r, J)d(_rs)iq'r^^,-aD\\^(p) ö(l.l) + 

De coëfficiënt van «* tusscben de haakjes wordt 

F^Co8H(PSm-^'\'RCo8H)QCo8^(p^F^SmH.Cos^<p{PCo8H'\-ESinH)Q-\' 
+ ^R-P) QP^ SinU, Co8^ ö. Co8^ = P^ QRCo8^ (p; 

de coëfficiënt van -p* 

Q^{QSin^0(PCosH+BSinH)-\'PRCo8^(p)-\-iPCo8H-\'RSmH)Q^Sm^(p- 
-2 Q» Sin^ (piPCos^ ^-{-MSin^ fl) = Q^PR Co8^ 0; 

de coëfficiënt van y* 

R^SmH.Q[PSinH'{'RCo8H)Co8^(p^Q{PCo8H-\-RSinH)R^Co8HXo8^(p + 
+ 2(P-22)R» Sin^LCo8^&.Co8*(p = PQR^ Cos^(p; 

de coëfficiënt van ct^ 



151 

-2PQ^SinLCo8:p.Sin(p[PCoêH+RSinH)'^2Q^FSln0iR-F)Cos^^,Sin^,Cos(p+ 

+ 2PQ^SinCp,Co8U(F'-'R)Sin^.Co80 + 
+ 2PQSin&.€os0.Sin<piPCo3^^+BSinH)=iO, 

de coëfficiënt van |3y 
2 Q^ECosè. Co80. Sm(p{PCo8^ è+RSift" d)+2i2Q> Sin^ Uin${R-P)Co8^, Co«$+ 

+ 2Q'R Sin<p. Sin^ è{P-R) Cosl. Co8(p- 
-2 Q» R Cosè . Co8(p.Sin(p{P (7ö«* ö + ^-Sm* d) = O, 
de coëfficiënt van ay 

2PQi2^«6.O«6(PSw»ö + i2^ö«*ö)Co«*0- 

-2PQRCo8^,SinLCo80lPCo8^^ + RSin^&)-\' 

+ 2 PR Co8^0{Cos^ d-^Sï«2 6)(P-i2)Q5»»fl . Co8^ = 0. 

Dus komt voor 

_ P^QRCo8^0.cc'-\'PQ^RCo8^0.p^ + PQ^R''Co8'0.y^ _ 
~ 2PQRCo8^0 "~ ~ 

met (166) en zooals onmiddelijk uit de beteekenis van G (zie n*. 2) 
volgt, waarmede het bovenstaande bewezen is. 
37. Het voorgaande geeft aanleiding tot eene 

Opmerking over de betrekkelijke beweging aan het aardoppervlak tan 

een lichaam, dat om zijn zwaartepunt vrij draaien kan, termjl 

dit door de aarde in hare beweging wordt medegevoerd. 

Volgens n®. 36 wordt de storingsfunctie bij zulk een lichaam — Z; 
en is de oplossing van JE, =zh, d. i. de ongestoorde beweging geheel 
bekend; onder de integralen behoort i's = standvastig = p^ en met 
(163) en (,155) vindt men gemakkelijk, dat 

de bekende integraal der perken om de w-as is. Neemt men nn 
de lo-as aan. 't aardoppervlak evenwijdig aan de aardas , zoo kan men 
volgens de beteekenis van L (zie n®. 2) terstond neerschrijven 

Deze hoogst eenvoudige storingsfunctie bewijst, dat alleen het met 

11 
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• ■ 

Po tot een canonisch stelsel samengevoegde element nl. — P| eene 
functie van den tyd wordt; en wel, dat 

Daar de integraal r — = — p,, wegens de integraal-^— zzzp^ziz 

= Po, noodzakelQk den vorm 

— p , = p + functie der andere elementen en van den tijd 
aannemen moet; en daar eene verandering van p eene draaiing van 
het u, V, fff-stelsel om de t^-as aanduidt, is de beteekenis van deze 
vergelijking, dat de beweging ten opzichte van dit n, v, t^^-stelsel, 
met de snelheid - y^o om de w-tLS draaiiende gedacht, geheel als in 
een vast stelsel plaats heeft. Aan Bour ^) » die deze uitkomst op eene 
weinig van de onze verschillende wijze vond, was zeker ontgaan, 
dat zij vroeger reeds in meer sierlijken vorm door Baehr was mede- 
gedeeld *) , nl. als volgt. 

Alors d'après ce qui précède Ie mouvement du corps peut se 
définir de la maniere suivante: 

„Autour du centre de rotation placez Tellipsoïde central dans sa 
position initiale et par ce centre menez une ligne parallèle a Taxe 
de la terre. Avant pris deux longueurs dans Ie rapport de lavitesse 
angulaire de la terre a celle de la rotation initiale, portez les, a 
partir du centre de rotation, la première sur cette ligne, dans un 
sens tel qu'elle soit i'axe d'une rotation de même sens que celle de 
la terre, la seconde sur l'axe de la rotation relative initiale; ensuite 
achevez Ie parallélogramme dont ces deux lignes sont les coté's. Par 
Ie point de rencontre de la diagonale de ce parallélogramme et de 
la surface de Tellipsoïde, menez un plan tangent a Tellipsoïde, et 
du centre de la rotation abaissez une perpendiculaire sur ce plan. 
Supposez que Ie plan tangent soit invariablement fixë au plan, qui 
passé par cette perpendiculaire et la ligne, qui est parallèle a l'axe 
de la terre; alors Tellipsoïde roolora sans glisser,. sur Ie fdan tangent, 
avec une vitesse angulaire autour du rayon vecteur du point de 
contact, proportionelle même a la longueur de ce rayon, tandis qu'en 
même temps Ie seeond plan, qui entraine k plan tangent, tourne 
autour de la ligne parallèle h Faxe de la terre » en sens contraire de 
la rotation diume, et avec la vitesse angulaire mêine de cette rotation. 



>) LïOUVILLB, 2e Séf., Vol. 8. 

9) Grvnert, ArcMv, Band U (1855). 
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Le rapport de la longueur, qui représentera la vitesse angulairé 
de Tellipsoïde , autour du rayon vècteur du point de contact a la 
longueur même de ce rayon est constant, et sa raleur est déterminée 
au commencement du mouvement par le rapport de la diagonale du 
parallélogramme au rayon vecteur avec laquelle elle coincide." 

Hoe eenvoudig nu de analytische afleiding van deze uitkomst in 
het voorgaande is geworden , uitgaande van de betrekkelijke beweging 
in het draaiend coördinatenstelsel, schijnt mij volgens de opmerkingen 
n n". 1 toch, dat beide geleerden een onnoodigen omweg gemaakt 
hebben , door deze als uitgangspunt voor de oplossing van dit vraag- 
stuk te nemen. Immers, wanneer men begint met zich de volstrekte 
beweging' als gevraagd voor te stellen, ziet men onmiddellijk, dat 
de voorwaardevergelijkingen voor de beweging van het stelsel we- 
zenilijk vereenvoudigd worden, door, in plaats van een vast stelsel, 
een te nemen, waarvan bij evenwijdig verschuivende assen de oorsprong 
steeds in het ophangpunt blijft , omdat de voorwaardevergelijkingen van 
de plaats van dit punt wezentlijk afhangen; van de beweging dezer nieuwe 
coördinatenassen kan men (volgens n". 2) steeds afzien , wanneer men 
de krachtfunctie K in rekening brengt, die echter voor een lichaam, 
welks zwaartepunt en ophangpunt samenvallen, tot O (zie (6)) wordt. 
Daardoor heeft men het vraagstuk der volstrekte beweging terugge- 
bracht tot dat van een lichaam, hetwelk in een volstrekt vast coör- 
dinatenstelsel om een vast punt draait; en vindt men de betrekkelijke 
beweging door coördinatenherleiding, terwijl men daarbij onmiddellijk 
de meetkundige voorstelling van Baehb aansluiten kan. 

Daaraan heeft Baehr eene andere opmerkelijke gevolgtrekking 
geknoopt, nl. „il suit encore du résaltat trouvé, que si Ton n'im- 
prime aucune vitesse a un corps dont le centre de gravité est le 
seul point qui reste fixe par rapport a la terre, ce corps ne resterait 
en repos relatif que lorsque Tün de ses axes principaux d'inertie 
coïncide avec la ligne parallèle a Taxe terrestre." Nog eenvoudiger 
volgt dit terstond uit n^. 2, waar voor de krachtfunctie voor zulk 
een lichaam slechts Q overblijft, wanneer men in aanmerking neemt , 
dat de krachtfunctie voor een evenwichtsstand aan het kenmerk voor 
maxima en minima moet voldoen, en dat Q volgens. n^. 2 bij ver- 
schillende standen van het lichaam telkens evenredig is aan het 
kwadraat van het stuk, dat door de centraalellipsoïde van het lichaam 
afgesneden wordt op de lijn, die door het ophangpunt er van even- 
wijdig aan de draaiingsas van het coördinatenstelsel getrokken wordt. 
Verder kan men terstond aan de stelling van Bashb toevoegen, dat, 

1* 
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wanneer de as van 't kleinste of die van 't grootste traagheidsmoment 
aan de draaiingsas van het coördinatenstelsel (de aardas) evenwijdig 
is, dit evenwicht standvastig is; maar dat het wankelend is, wan- 
neer de as van het middelste der traagheidsmomenten de richting van de 
aardas heeft; daar de rusttoestand in de betrekkelijke beweging over- 
eenkomt met eene draaiing om de traagheidsas , die in de aardas 
valt , in de volstrekte beweging , en de assen van 't kleinste en 
grootste traagheidsmoment standvastige, die van 't gemiddelde traag- 
heidsmoment eene wankelende draaiingsas is. 

Terwijl dit vraagstuk bij de aanname, dat de verandering in de 
aantrekkingskracht der zwaarte in richting en grootte binnen de grenzen 
van het lichaam verwaarloosd mag worden, de toepassing van de leer 
der betrekkelijke beweging in een draaiiend coördinatenstelsel niet 
vordert, wordt dit wel het geval, zoodra men overeenkomstig met 
de werkelijkheid die verandering in aanmerking neemt. 

38. De berekeningen in n°. 85 voeren eindelgk tot de belangrijk- 
ste toepassing van Hoofdst. II, nl. tot 

§ 4. Nieuwe bewijzen voor de cmoenteling der aarde. 

Stelt men namelijk p zz: O , -r- = O , zoodat de >ï-as alleen om 

at 

ééne bepaalde lijn in het horizontale vlak door het ophangpunt 
draaien kan, en, wanneer de slinger in rust is, even als de ^-as hori- 
zontaal ligt; zoo komt dit overeen met het geval van een slinger, 
die cardanisch aan twee messen opgehangen is , van welke er een vast 
met de aarde verbonden is; en blijven de uitkomsten van n**. 35, 
zooals wij in § 5 zullen zien, ook gelden voor oneindig kleine waar- 
den van B ten opzichte van P en Q, welk geval wij in § 2, en dus 
ook in § 3, uitzonderden. 

Met zulk een slinger heb ik de in Hoofdst. II beschreven ver- 
fiehijnselen proefondervindelijk nagegaan; de uitkomsten van dit on- 
derzoek benevens eene meer elementaire afleiding der vergelijkin- 
gen (A) en (B) Hoofdst. II, worden in het proefondervindelijk ge- 
deelte van mijne dissertatie beschreven. Was de aarde in rust, en 
het verschil der traagheidsmomenten om de ^ en de ij-as zeer gering, 
Boo zou het snijpunt van de verbindingslijn van zwaarte- en ophang- 
punt, of der ^-as, met het x, y-vlak, bij oneindig kleine slinge- 
ringen in dit vlak, de figuren van Lissajous voor twee nagenoeg 
gelijke slingertijden beschrijven; en men kan door gepaste nieuwe 
massa's aan den slinger toe te voegen, het verschil der slingertijden 
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in de beide richtingen, dus de periode n dezer figuren, wijzigen en 
bijv. tot twee uren maken. 

Stellen wij ons nu ?oor, dat de slinger zoo in beweging gebracht 
is, dat dit snijpunt van de ^-as met het x, y-vlak aanvankelijk eene 
rechtlijnige slingering maakt, voor welke de volgens Hoofdst. II, § 1 ge- 
nomen hoek Xq ten opzichte van de x-sa binnen de in n°. 29 besproken 
grenzen X^ valt; zoodat de beweging van het waargenomen punt 
(de draaiing der aarde in aanmerking nemende) tot de klasse B. II 
behoort. De ongestoorde beweging zou dan twee onderperioden ver- 
toonen van gelijken duur, begrensd door de rechtlijnige slingeringen, 
die in de diagonalen van den rechthoek ƒ = .Y^ (zie n**. 80) vallen ; de 
slingeringskrommen zouden dezen rechthoek voortdurend aanraken ; en 
de tweede periode in het omgekeerd doorloopen van de eerste bestaan. 
De beweging , die men aan het aardoppervlak waarneemt , onderscheidt 
zicli van deze ongestoorde in het bizonder daardoor, dat de onder- 
perioden verschillend van duur zijn, dat de ééne eene normale en 
de andere eene abnormale is, en dat geheel verschillende den rechthoek 
/zzzXq niet meer rakende ellipsen zich in beide perioden vertoo- 
nen. Met een slinger van 1 meter lengte laat zich in twee uren de 
draaiing der aarde door deze proef duidelijk aantoonen. Ook kan 
men uit de waargenomen verschignselen met behulp van de for- 
mulen van het vorige Hoofdstuk de draaiingssnelheid der aarde be- 
rekenen. Ik zal hier echter slechts het beginsel aangeven, daar 
ik later de quantitative zijde van de proef, met nauwkeuriger in- 
achtneming der proefondervindelijke omstandigheden, volgens de ver- 
gelijkingen (67) en (68) uitvoeriger behandelen zal. De methode, 
die het meest voor de hand ligt, is den duur van eene geheele 
periode n te meten; waaruit met (126), als men nog ^' kent, 

/— %P--R , 

Vy* volgt, die hier de waarde — V7w* heeft. 

2 Jr 

Ter bepaling van xp' kan men dan in de eerste plaats gebruik ma- 
ken van (139) en (140); bepaalt men de hoeken, wier tangenten 
met de maximumassenverhoudingen in de beide onderperioden over- 
eenkomen, zoo is het verschil van beiden if/', Eene andere bepaling 
levert de volgende opmerking. 

Voor aanvankelijk rechtlijnige slingeringen is de bolvormige drie- 
hoek van n . 20 bij t=zO rechthoekig; dus is volgens den regel 

van Neper 

Sin^i^'=Tff2X^.Cotp2^ (170) 

Daar de onderperioden in de verhouding van t— 25 en 25 tot 
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elkaar staan {} in een der beide eerste quadranten nemende), kan 
men ^' vinden door, behalve den duur van de geheele periode den 
tijd, waarna oorspronkelijk rechtlijnige slingeringen voor de eerste 
maal weder rechtlijnig worden, — dus den duur van de eerste on- 
derperiode, — en ^X^y den hoek tusschen de oorspronkelyke slin- 
gering en hare symmetrische, aan 't einde der eerste onderperiode, 
— dus het gebied der eerste onderperiode — te meten, en (170) toe 
te passen. 

Het teeken van y' is tegengesteld aan dat van ~- in de normale 

at 

periode; want dan is -- positief (zie n*. 25). Uit y" zn y^o 

volgt nu terstond y^„^ d. i. de ontbondene van de draaiingssnelheid 
der aarde volgens de naar beneden gerichte verticaal van het op- 
hangpunt. 

• 39. Naast dit bewijs voor de aswenteling der aarde uit de gestoorde 
figuren van Lissajous kan men een ander stellen, dat er wel als 
bizonder geval in bevat is, maar toch een geheel ander karakter 
vertoont, en eene merkwaardige tegenstelling met de proef van Fou- 
CAULT vormt. 

Wanneer men den slinger, nadat I^*4'<1 is gemaakt, aanvan- 
kelijk in de x of de y-as in slingering brengt, zou hij, wanneer de 
aarde zich in rust bevond, steeds in hetzelfde vlak bl\jven slingeren. 
Maar, daar de aarde draait, ontstaan uit de vlakke slingeringen ellip- 
tische, wier groote as, terw\jl de kleine as toe- en afneemt, om de 
oorspronkelijke slingering heen en weer zweeft, en die ten slotte 
weder in de oorspronkelijke vlakke slingeringen overgaan (klasse F. JJ), 

40. Een derde eigenaardig bew^s levert de klasse C, de mogelijk- 
heid van ellipsen, die niet in rechte lijnen overgaan. Want wanneer 
men uit de andere bewegingsverschijnselen van den slinger weet, dat 
Tg^ niet oo is, zou men, afgezien van de draaiing der aarde, uit 
de theorie der figuren van Lissajous afleiden, dat elke slingerings- 
ellips zich voortdurend veranderen, en daarbij steeds op bepaalde 
oogenblikken in eene rechte lijn overgaan moest. In de klasse E der 
onveranderlijke ellipsen komt dit bewijs op het fraaist uit. 

41. Eindelijk kan men als vierde bewijs de wet aanvoeren , volgens 
welke de ellipsen, die als storingen in de proef van Foucaült op- 
treden, ontstaan en zich veranderen (klasse B. I.) 

42. Zooals in n*'. 36 voor een slinger, die vrij om een punt 
draaien kan, zullen wij nu voor den cardanisch opgehangen slinger 



en 
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van n°. 37 het deel van de storingsfuuctie , dat van de voorwiaarde- 
vergelijkingen afhangt, berekenen. 
In dit geval is 

/. == (Px Cosi + liy Sin tf) ^ -f Q|3 ^ , 

aê at 

1 ±D__ 1 \ -bP _\ 

Db{l.\)''PCos'ö + &SinU' i^d(2.2)""Q'^''^"'' ^' 

1 bD bL 'bL ir bP /^J\* bP ('^I^V']^ 

Verder 

onafhankelijk van de draaiingssnelheid van het coördinatenstelsel om 
het bewegelijke mes; 

en daar et^zcCuCos^-^-^ffSin^.Sm^ — yff^Cos^.Sin^, 

komt er Pfl(g. ^^^-y. Co.^)» 

PCoa^^+BSinU 

voor, zoodat het ook onafhankelijk blijkt te zijn van de draaiingssnelheid 
van het coördinatenstelsel om het vaste mes, en van het traagheids- 
moment van den slinger om het bewegelijke. 

Wanneer men de draaiingssnelheid van het coördinatenstelsel om 
de as loodrecht op de beide messen op elk oogenblik il noemt, en 
het traagheidsmoment van den slinger om dezelfde as Pji^ zoo is 

-^^ "" Cos-" e Sin^ fl 

en n = /3„iSï»cf — y,^Co«(p, 

zoodat 2G^£si -^ ^^^ = 2Pj^a'; 

of de storingsfunctie van de tweede orde is alleen af- 
hankelijk van de ontbondene der draaiingssnelheid 
van het coördinatenstelsel volgens die as, om welke de 
voorwaardevergelijkingen eene draaiing van het stof- 
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felijk stelsel in de betrekkelijke beweging onmogelijk 
maken. 

Mechanische heteekenia van het tweede gedeelte van de atonn^a^ 
functie voor de betrekkelijke beweging, 

(Vervolg van Hoofdstuk I, n*». 3 en n\ 9.) 

Wij zullen nu een .overzicht geven van de waarden der storings- 
functie van de tweede orde voor de betrekkelijke beweging in de 
door ons beschouwde gevallen. 

In aansluiting aan n". 9 moeten wij hier echter eerst duidelijker 
in 't licht stellen,, dat dit gedeelte eene eigene mechanische beteeke- 
nis heeft, of m. a. w. dezelfde waarde behoudt, wanneer men de be- 
trekkelijke beweging door andere onafhankelijke coördinaten, q' in 
plaats van q^ uitdrukt. Voor G zagen wij dit reeds in n**. 2, en 
wij behoeven dus slechts aan te toonen, dat 



«' r' 



waar de (/.«') en B' ten opzichte van de q\,, y',,,... evenzoo 
gevormd zijn, als de {r.s) en I) ten opzichte van de q^ en q,. 
Dit nu is slechts een bizonder geval van de stelling, dat in (31) 



• •• ^?r ^?, -0^{^-«) .' *' ^q\,yq\,^ ^(^'-O' 

of m. a. w., dat de grootheid, die aan de karakteristieke functie voor 
een aan willekeurige voorwaarden onderworpen stoffelijk stelsel moet 
worden toegevoegd, om die voor de beweging van het stelsel onder 
de werking van krachten met eene ScHEEiNG'sche krachtfunctie te 
verkrijgen, eene eigene mechanische beteekenis heeft. 
Om dit te bewijzen, merke men op, dat 

ri dq^, r' ^qr 

wanneer p^ = —. en p r' = 



en T de levende kracht van het stelsel is. Men zal T volgens 
(27) uitdrukkende in de p' en q^ dus vinden 

y= I 2 2 1 2£^ 2 2 ^ ^'/,.,^^, -I- functie van / en t; 

^ r s D^{r.s) r's' ^qr <^?. 



T= 1 SS t/^iï/ *i + functie van q en t. 
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terwijl men uitgaande van (18) en terstond de g'', [r' J) J)' en p* 
invoerende, gevonden zou hebben 

1 Ö2>' 

r' «' 

Daar nu voor alle waarden van de p' de vergelijking 

of 
^SS/,y,. — -^-^,^==>SS/?S,y,,SS-^ 5Ll^^-_^-^ 

-f functie van ^' en ^ 
gelden moet, blijkt 



D' <> (r'. «') ~ 7 7 <> ?r ^ ?i i> ^ (»■ • ») ' 
dus 

2si^^— — =Ssi ^A2S^'^'-^^ = 

---. 2^ 2 _ 

te zyn. In 't geval van de betrekkelijke beweging onder de werking 
van krachten, die de snelheden niet bevatten, is 



en dan heeft dus 







Hr 


9 


ir 




1 


SS 

r « 




^L 

'^i. 


1 


7>D 



eene eigene mechanische beteekenis. 

Is de draaiing in de betrekkelijke beweging om elke as mogelijk, 
zoo vonden wij (vrije punten, en 't geval van n". 36) dat de van 
de voorwaardevergelijkingen afhankelijke storingsfunctie nul was. In 
het geval van n°. 42 was die draaiing om eene as onmogelijk; de 
storingsfunctie van de tweede orde was toen de levende kracht 
van de draaiing van het bewegende coördinatenstelsel om 
die as, wanneer men op het beschouwde tijdstip de stoffelijke pun- 
ten er plotseling onwrikbaar mede verbonden denkt. Het in Hoofd- 
stuk II behandelde geval levert een voorbeeld van de onmogelijjkheid 
der draaiing om twee loodrecht op elkaar staande assen; hier is voor 
een stelsel vrij in het vlak bewegende punten 
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de storingsfunctie, die van de voor wraarde vergelijkingen afhangt, is 
dus de som der levende kracht van de draaiingen van het 
stelsel om de beide assen, om welke de voorwaardeverge- 
lijkingen eene draaiing in de betrekkelijke beweging on- 
mogelijk maken. 

Is eindelijk de draaiing om ge ene as in de betrekkelijke bewe- 
ging mogelijk, zoo wordt het tweede deel der storingsfunctie een- 
voudig G, de geheele levende kracht van de draaiing van het 
stoffelijke stelsel met het coördinatenstelsel. 

Het zoude ons te ver van ons onderwerp verwijderen, de vereen- 
voudiging, die het bestaan van de wet der perken voor de vrije be- 
weging van een stelsel om een of twee assen in de van de voor- 
waarderergelijkingen afhangende storingsfunctie geeft, hier in 't alge- 
meen na te gaan. 

§ 5. Eindige^ maar toch kleine bewegingen van den cardaniach 

opgehangen slinger, 

43. Mogen bij den slinger van de vorige § de amplituden 

\/2«o en V^(^'""«o) ïiiet, hunne kwadraten 2«^ en 2(A — «o) 
echter wel als oneindig klein beschouwd worden, zoo moet 

do 
volgens (154), en omdat — = en p:=pi =0 blijft, om 

-=*[('MT!)*+p-'>fê)"] 

te verkrijgen, aan T bij oneindig kleine amplituden 

worden toegevoegd; en rerkr\jgt men uit de karakteristieke functie 
▼an het stelsel Toor oneindig kleine amplituden — daar in 't algemeen 

i) = (l.l)(a.2), 
en dus ^.=^=2^^)+^^) 
is, — die voor ons geval, door daarin ; — ^-^ — 5 — r- in plaats van 
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® * o,* R-P 

'^^ te stellen; of, wat hetzelfde is, er — a-^t — jr' ^* ^^^ ^® ^ 

voegen. 

Verder wordt nu 

zoodat tengevolge van de eindige amplitaden in de krachtfunctie nog 

bij de karakteristieke functie komt. 

Sluit men de berekeningen voor dit geval aan bij die in n*^. 35 
en bij de ongestoorde beweging (162) door in (168), overeenkomstig 

-r^ = 0,^, =Po = te stellen; en voert men de waarden van 
at 

en d, door (162) in de elementen uitgedrukt, in; zoo moet dus aan 

de* storingsfunctie 8' van (168), waarin volgens (163) /S^, =i O is, 

om de eindige amplituden in rekening te brengen, voor het geval dat 

P en Q oneindig weinig verschillen, toegevoegd worden 

Sa =-^(^'-«o)«o Co8^pf.Sin^qt'+ g-]^[12(^'-«o)«o Cos^pf.Sin^qé'- 

Ontbindt men qt' ==.p1f ■\- T^^ 

en merkt men op, dat in plaats van de producten van Coipt en 
Sinpt\ daar volgens (94) de verandering der elementen gedurende 
eene slingering slechts oneindig klein is, hunne middel waarden 



Cos''pf=l, 8in'^pt'.Co8^pt'—\, ,Sin^ pf z=z l. 



Cos'pt .Sin' qfziz ^(l-^-^Sin^ To\ Sin^pf,üin^tjt''=i Uli^Cos'To), 



Sin'qt'zzzl, 

gesteld mogen worden; zoo komt men tot 

R SP-^R 



Sa = - 



16 



M'ÏWP^^'^''''^''''^ -4jfp-(A'"'«o)^o>SÏ»*ro. (171) 



De storingsfunctie voor dit vraagstuk is dus, wanneer men de aarde 
in rust denkt, S^z=,Sa9 en, wanneer men let op de draaiing der 
aarde, S^ = S^^ Sa'» waar S^ daardoor ontstaat, dat in S^ bepaald 
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door (163), y,^ in plaat8 van -~- geschreven wordt. Daar verder 

(tv 

B nergens in den noemer voorkomt, blijkt ook de onderstelling van 
§ 2 en 8, dat R niet oneindig klein ten opzichte van P en Q is, 
in dit geval onnoodig te zijn. 

Even als in het vorige geval (n°. 35) en omdat hier A' = A, 

is weder, 

Voor «o en T^ vindt men uit ^5' de volgende differentiaalverge- 
lijkingen 

^=-^|^p(A'-«o)«./«»2'o-ö>«2'o-2yi'Ö'*2'oV(A'-«.)«p. 

wanneer nu 

y 1 — 2P '^^ ^"^^^^ 

Met (100) komt 

^^ =-2y/ Co.ro V(Tr«V {l+^,Va^iV>Smro}, (173) 

waar 

3P-2ie h' Rh' ..„.. 

Ut = : » Afcj = , . . . (174; 

De integralen van deze differentiaalvergelijkingen kan men door 
elliptische functien uitdrukken. Daartoe voere men namelijk als nieuwe 
veranderlijke 

8 = Sin T^ \J»{l-ct') (175) 

in. Deze grootheid 8 staat tot het hoekoppervlak O van de oogen- 
blikkelijke slingeringsellips in de standvastige verhouding 

8.0 = ^r— 77 : 1; (176) 

want uit (99) volgt gemakkelijk Co«» 2 ;c = 1 - * (1 -a')«' Sin . ^o , 

8=zSinX'Co8x= -ttH' W''^«^' « ^^ * (^^^ ^^ ^"- ^"^^ ^® ^*^^^ 
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groote en kleine assen der slingeringsellips zijn; terwijl de wet van 

de ieyende kracht 

iJf(«*+5«) = 2A' (177) 

geeft. De vergelijkingen (171) worden dan, met 

d» 2(yi 4iE«i«) at 

Uit de eerste volgt 

waar l eene willekeurige standvastige is. Door de substitutie 

s=Ay+A (179) 

kan men aan a een der volgende vormen geven 

(L.) ...... ct' = M+(±)N\/TY, 1 

(M. I.) . . . . cc'z=zM+{±)N\ITT^,, ... (180) 

(M.IL) .... cc'z=M'{-i±)N\/ff'~l^ ] 

waar M, N en y reëel zijn; (L) geldt voor f«i positief, (M) voor ^j 
negatief; het teeken van /e«i echter wordt bepaal^ door 3P-2i?, 

en dus heeft men (L) of (M) al naarmate 3 P ^ 2 i2. 
De verdere substitutien 

^ ^ ^ 1 (181) 

(M.I.) y = Tg<p,, 

(M.II.) y = Sec(p,, ! 

voeren tot 

at 

en eindelijk de substitutie 

Tg\(p,=x (182) 



tot 



r I irr r ^"^ (183) 

j~ J \Jfr,x' + Tr,x^ifF^x^ + jr,x^JFo 

eene elliptische integraal. 

Het teeken ± in (183) moet voor elk tijdstip in overeenstem- 
ming met dat Co8T^^ gekozen worden. 

Met het oog op de bepaling van r merken wij op, dat de substitutien 

— ^^3 + ^3/3 
""-^ l+/3 ' 
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»*i « - m 



en /3=»ti2r, 0f/3=--i, 0f/3 = -j===:^, 0f/3 = 

^ V 1 — 2:* 



of eindelijk ƒ3 = 



772 



1 



\}\^k'z' 



. (184) 



waar j[>j, j's, »i,, A? standvastigen zijn, en vervolgens van 

z = Sing , 
voeren tot de vier vormen 

1 + « j Sinam[J*± n^dt) 
»i '\'n^Cosam{J^± n^dt) 

1 4 « 4 >SÏ».fl W ( ƒ ± »3 rf^ 

» 1 Sinam{J*zt n^dt) + Wj (7o«fl w f ƒ ± »3 <^^) 

8inam[J'±Hidt)-\-n^ Coêam{J^±nidt) 

«j +«j ^am{J^'±in^dt) 

X HZ ■ j;^ , 

1 + »4 A ö 7» (j Jt ^^3 ^0 

waar n^, n^^ n,, w^ voor elk geval te bepalen standvastigen zijn. 

Wij zullen dit onderzoek hier niet verder voortzetten; maar wijzen 
er op, dat de oplossing van het vraagstuk van kleine slingeringen, 
die men echter niet als oneindig klein beschouwen mag, van een 
willekeurig aan een horizontaal messenpaar op het aardoppervlak 
opgehangen lichaam, welks zwaartepunt op eene traagheidsas van 
het ophangpunt of, wat hetzelfde is, van het snijpunt der messen 
ligt, dezelfde vormen omvat, of men de draaiing der aarde 
al dan niet in aanmerking neemt; en dat in beide geval- 
len slechts de standvastigen en de bizondere vorm ver- 
schillen. 

Om nog T voor het geval, dat P— Q als oneindig klein be- 
schouwd mag worden, uit te drukken, heeft men volgens (171), 
(100) en (106) 



dr h Rh 



dt 8Jf ■ ^M? 



«'- ^T^r^^/^'^e^nfl + ^',.) . (185) 
V(l-a)« V V 71 / 



Men vindt r dus door eene kwadratuur, waarbij onder het inte- 
graalteeken eene rationeele stelkundige functie van Cosaniy Sinam 
en Aam van het argument J^±n^dt komt. Voert men dus als 
integratie-veranderlijke amj^±n^dt in, zoo laat zich deze quadra- 
tuur tot elliptische integralen terugbrengen, en kan men ten slotte 
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aan de geheele oplossing door de thetafunctien, behalve 
in eenige bizondere gevallen, een uiterst convergenten vorm geven. 

44. Nu moet nog het geval behandeld worden, dat P en Q wille- 
keurige waarden hebben; de oplossing van het vraagstuk is dan, 
evenals in n'*, 83, waar voor het geval van oneindig kleine ampli- 
tuden de figuren van Lissajous overeenkomstig met de verschillende 
verhoudingen der slingert^jden gevonden werden, eenvoudiger dan 
wanneer P—Q als oneindig klein moet worden beschouwd. Ook 
wanneer de amplituden eindig zijn , kan men namelijk S^ bly ven ver- 
waarloozen; zoodat de draaiing der messen met de aarde geene ver- 
andering in de beweging van den slinger ten opzichte van deze brengt. 
De wijziging der figuren van Lissajous door de eindige amplituden 
wordt door de storingsfunctie Sa alleen bepaald; of door 

+ «o ^«* ?^' + 6 «o (h-tt^)Sin^jp f, Sin* qt"). 

De middelwaarden van Sin^ qt" en Sin^pf blijven dezelfde als die 
' wij te voren vonden; maar daar de teller en noemer van de meetbare 

breuk -^ , waarmede ta r li^^' ^^ c^ne dergelijke langzaam ver- 

V \ fl / 

anderende grootheid als T^ wordt, nu verschillende geheele getallen 
zijn, wordt 



Cos^pt' .Sin^ qt" = \{l + aa2pt' " Co82qt'+ Co82pt'.Co82qt'')= {; 
en dus ^^ = -_-+___ a JA --«a), 

A' =z standvastig, --v- =0, » standvastig, 

u t 

wanneer m t = ~apM' ' 

p,=p,-,.,(l-2«')<. 1..(186) 



dt— %'m '"•*'"'■ 



+ (§!/"'*'*•)'■ 



Bij eindige amplituden worden dus geheel dezelfde figuren van 
Lissajous als bij oneindig kleine slingeringen doorloopen; maar de 
verschillende vormen volgen met eene andere snelheid elkaar op. 
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45. Wat den hier beschouwden slinger betreft, willen wij nog op- 
ii^erken, dat zijne beweging afgezien van de draaiing der aarde alge- 
meen bepaald kan worden in het geval, dat alle drie hoofdtraag- 
heidsmomenten van het ophangpunt gelijk zijn; zooals dit voor den 
yrij om een punt bewegelijken slinger (zie n^ 33) geschieden kan, 
wanneer deze een omwentelingslichaam om de as, waarop het zwaarte- 
punt ligt, is, en dus twee hoofdtraagheidsmomenten van het op- 
hangpunt gelijk zijn. Immers de gedeeltelijke differentiaalvergelijking 
wordt dan 

= 2A + DCos{<p-{-ê)-\-DC'os{Cp — i), 

stellende u = -{- ê, v = — 6, 

^ jfr 

eu dus -^;-^^=^\l Pix-V-lrDCosv), 



= yj P(h — »'\-^DCosu), 



dW=fyJP{a,-\-\DCo8v)dv^fyJP[h'-»-\-i^I)Cosu)du; 
en de integralen 

^^ J 2\/cc-{-^^DCo8V J 2\/A — x'+JJDCo8u ' 



— f —JlH^ 



^/i J 2yjA^x + ^DCo8Ü 
die dus in den vorm van elliptische functiën zijn gebracht, nl. 



21) 



^ ^^ ^(187) 



^ (cj>+ 6) = ArcSin - Sin Am \l - {t—r), Mod- , A= \ / 

i,{(P^f^) = ^rcSin\,SinAm\J ^(^-T-|3,),Jlfo^L x'=y/ ^^ 

§ 6. Eindige, maar toch kleine bewegingen van den vrij 
om een punt bewegelijken slinger, 

46. Gaan wij nu over tot de overeenkomstige uitbreiding van het 
vraagstuk in § 3, waarvan dat in § 2 een bizonder geval is, — dus 
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tot de beweging Tan een lichaam, welks zwaartepunt op eene traag- 
heidsas van het ophangpunt ligt, maar dat overigens geheel wüle- 
keurig is, en om het laatste vrij draaien kan,-=-Toor zulke amplitu- 

den, dat wel niet \ h' — Uq en V«o> niaar toch A' en «^^ als oneindig 
klein mogen worden beschouwd; en laten wij weder de draaiing der 
aarde in acht nemen. 

Dan verkrijgt men uit (158) 

^ ■ .(188) 

* 2FR^^ ^ 2R ^ FE ^ ^ 

wanneer wij weer als in § § 2 en 3 het geval, dat een der traag- 
heidsmomenten zeer klein ten opzichte van de anderen 
i s , uitzonderen , oneindig kleine grootheden van de derde en hoogere 
orde verwaarloozen , en blijven onderstellen, dat /?3, of Eooals men 

met n°. 33 dan gemakkelijk aantoonen kan, -j- oneindig is. Bij de 

at 

storingsfunctie 5' van n*. 35 komt derhalve (zie § 5), /S^6+^", als 

is. Drukt men nu <f , S, p, , ;», in de elementen volgens (162) uit, 
zoo verkrijgt men 

S\z=~x,(A--x,)Sin^T,+ 

^±^i^Z^ ('iCospt' .Cosqt" .Sinpt .Sinqt'-Sin^qt' .Cos'-pt'); 
M 

wanneer weder P—Q zeer klein aangenomen wordt. Ontwikkelt 

men naar pif en T^ en merkt men weer op, dat de termen, die 

Co8^ pt' , Sinpt' en Sin^pt' Xospif bevatten, als in § 5 wegvallen bij 

het vormen van Jdt; dan blijft van 2 Cospf .Cosqt' .Sinpt' .Sinqf 

slechts 2iCo8^To'-Sm'^To)Cos^pf.Sm^pf-Sin''pf.Co8^ptf.Co8^T^'- 

— Cos'^pt ,Sin^ T^ over; of met de middelwaarden, die in § 5 werden 

gebruikt {-^Sin'^T^-, 

dus wordt 

S\ = (i-l Sè„' T,) "-i^^^ + ~ Sin* Uh'-.,W, 

12 
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Voor S"' vonden wij bij de behandeling van 't vorige vraagstuk (§5) 

Dus is de storingsfunctie S^ 

p 

y =-2p-U +'""]' 
en 7,4, = O is , wanneer men de aarde in rust denkt. 

Nu wordt J^=-^=:-.^^.^<5..r,V(A-.,K; 

p^ komt wel is waar ook in h' voor, maar de differentiatie voert 
overal tot grootheden, die oneindig klein van de tweede' orde zijn, 
en dus tegenover dezen term van de eerste orde verwaarloosd mogen 

worden. Daarentegen blijkt uit de dififerentratie — - , dat p^ stand- 

vastig is. De grootheden «^ en T^, die de ligging en den vorm 
van de baan bepalen , hebben dus even als r , dat de plaats van het 
zwaartepunt in z^'ne baan aangeeft, betrekking op een coördinaten- 
stelsel, dat met de snelheid 

om de + to-di.% draait, daarbij eene links omgaande draaiingssnelheid 
positief stellende. 

Voor deze snelheid kan men bij invoering van « (173) ook schrijven 

2i>-i2 ly ^, . p. 

fitfl en T^ ten opzichte van het zoo bewegende coördinatenstelsel, 
of a! volgens (100) invoerende; a! en T^, worden bepaald door de 
vergelijkingen (171), wanneer men daarin voor /, y"' in de plaats 
stelt (zie (169)) en voor /^j =0, 

8P-522 
neemt. 



^'\/l' 
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De integralen worden geleverd door (176) nl. 



at 



waar 



p-i \ p-gJ p—q \ p-q) 

~p-q (p-q)' '• ^- (^_j),. ^- (p_,)» • 

Als in § 5 komen voor « nu de vier vormen, die uit (182) ont- 
staan, wanneer men voor x, s schrijft; met deze hangt a' echter 
door eenvoudiger betrekkingen samen. Dan vindt men p, volgens 
(183) door eene quadratuur; evenzoo r, welke nu in plaats van 
door (170), door 

^" = i-^- — ^— ^~ SinT, (l-^^^) . . . (191) 
dt SM \J(l^cc')x' p " V y / 

bepaald wordt. In deze beide quadraturen komt weer eene rationeele 
stelkundige functie van Cosam, Sinam en ^am van het argument 
J^i^'s^^j waar »3 nu eene andere waarde »', heeft; en dus kan 
ten slotte de geheele oplossing van het vraagstuk weer tot theta- 
functiën worden teruggebracht. Deze oplossing omvat weder dezelfde 
vormen, of men de draaiing «der aarde al dan niet in 
aanmerking neemt. 

Heeft het verschil van P en Q eene eindige waarde, zoo vereen- 
voudigt zich dit vraagstuk weder even als dat van §5.5' valt weg; 



S" wordt 



UM 8 M 



S evenzoo r^ — (n — «o)^«J 

dus de storingsfunctie 



16ilf ' 2i2Jf ' ' 16ilf 

De integralen (162) blijven voor dit vraagstuk gelden met 
pj =r standvastig, Po = standvastig, «0 = standvastig. 

Wij hebben dus weer dezelfde draaiiende figuren van Lissajoüs 

12* 
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als bij oneindig kleine amplituden, maar zij worden met eene andere 

snelheid doorloopen. 

Werpen wij nu een blik terug op het behandelde vraagstuk, zoo 

zien wij, dat de beweging ran dezen slinger juist zoo plaats vindt, 

alsof a„=:0 en (3^ = waren. Dit volgt reeds terstond uit (168), 

of met 

r ^^o< n T ^^Q2 n * 

«?P aP 

Uit 5" = X.,<Ï)^ + X,,Ö-; 

immers zoolang men de draaiingssnelheid der aarde eenerzijds, het 
vierkant der amplituden anderzijds, als oneindig klein mag beschou- 
wen, heeft S^\ waar alleen P„ en «„ voorkomen, geene beteekenis 
voor ons vraagstuk. De beweging grijpt dus plaats alsof de slinger 
zich aan de pool bevond, en dat de zwaartekracht daar dezelfde 
grootte had als op de plaats van waarneming, terwijl de omwente- 
lingssnelheid der aarde y,ü was. Daardoor springt in het oog, dat die 
draaiing alleen eene meetkundige, geene mechanische betee- 
kenis binnen de door ons gestelde grenzen voor dit vraagstuk heeft '). 
Voor de oplossing er van is echter deze opmerking niet als bg 
't vraagstuk van n®. 37 van wezentlijk nut; daar de volstrekte be- 
weging juist het eenvoudigst uitgedrukt kan worden als eene betrek- 
kelijke beweging ten opzichte van een om de «-as met de (in 

't algemeen veranderlijke) snelheid — draaiend , coördinatenstelsel. 

§ 7. Behandeling der vorige vraagstukken voor F -=. Q. 

47. Dit bizonder geval veroorlooft eene vergelijking met door an- 
deren reeds verkregen uitkomsten. 

Bij het vraagstuk, in § 5 behandeld, geeft deze onderstelling geene 
bizondere vereenvoudiging, tenzij men gelijktijdig B =z O stelt, waar- 
door de slinger tot eene slingerende lijn, of tot een enkelvoudigen 
slinger wordt. Dan geeft (178), wegens — ftj i=jtc3 = 0, 

s = standvastig. 

Uit (173) volgt dan, dat ten opzichte van het a?y-stelsel de ver- 
schijnselen dezelfde zijn als bij oneindig kleine amplituden, wanneer 
men in plaats van y', 7*4' f^i* neemt. ï\u heeft y' eene draaiing 



1) Vergel^k voor het geval van den mathematischen slinger, Baehr, Nbtice 
sur Ie mouvement du pendule» Middelbourg, 1853. 
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van de ellips met de gelijkmatige snelheid — y' ten gevolge, terwijl 
de assen van de ellips onveranderd blijven. De invloed der eindige 
amplituden is dus geene andere dan dat zich bij die draaiing 
met de snelheid — y", eene voegt met de snelheid —/m,*. Deze 
draaiing grijpt, — omdat de beweging in de ellips, van de zijde van 
de -f 20-as gezien, volgens (102) rechts- of linksomgaande is, alnaar- 
mate s positief of negatief is; en omdat de draaiingen linksomgaande 
om de + ^"»s positief genomen moeten worden — in denzelfden 
zin plaats, als de beweging in de baan. Zij is 'uitgedrukt in 
deelen van den straal; en men kan er volgens (175) en (176) ook 
voor schrijven 



3 l^n 



en, nog t, den halven slingertijd van den slinger, l de slingerlengte 
en tevens den afstand van het ophangpunt, waarop men de halve 
assen a' en b' van de slingeringsellips meet , noemende ,- 

ofinboogmaatenperuur 

135.1800 a'i' ,,^„, 

-477" ly (^''> 

Deze uitdrukking stemt volkomen overeen met die, welke Bravais ') 
en Galbeaight en Haüghton *) gegeven hebben. Airt *) vond deze 
formule aUeen voor de bizondere gevallen van nagenoeg cirkelvormige 
en nagenoeg rechtlijnige bewegingen van een enkelvoudigen slinger, 
en stelt hare geldigheid voor eene willekeurige verhouding van de 
groote en kleine as aUeen waarschijnlijk (1. c). 

Nemen wij nu in het vraagstuk van §6, P = Q oï p = q. 

Wij komen zoo tot het door Kansen *) behandelde geval. Dan is 

/Mj=i:0; « = standvastig ; 



verder ^. , = (^-^ + ^) ^^0; 

en draait de ellips dus bij on veranderden vorm met de snelheid 

>) LiouviLLE, T. 19, p. 48. 

2) Phil. Maffaz,, (4) II. 134. 

') Memoirs of Aatr. Soc, 1851. 

*) Neueste Schriften der naturf. Ges, zu Banziff^ Bd. 5 (1853). 
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ten opzichte van het stelsel der a?, y, dat zelve met de snelheid 

B\JMP ^ 

om de + ^'^s draait. Dit geeft voor de draaiingssnelheid van de 
groote as der ellips, ten opzichte van een vast met de aarde verbon- 
den stelsel der rry, 

1 h'8 _ ^ ^ - ^^ . 2o 

Merkt men nog op, dat 

p R d p h' s 

Ti'~Tpdt^ y^M^fi ' 

zoo komt ten slotte voor die draaiingssnelheid 

2P--B R dp STra'b' 

Wij zullen in n**. 49 zien , dat deze uitkomst overeenstemt met die 
van Hansen , tot op den coëfficiënt | na , waarvoor hij foutievelijk ^^ 
vindt. 

48. In dit geval is ook de uit § 6 overgenomen onderstelling, dat 
R niet zeer klein ten opzichte van P en Q is, overbodig. 

Dan immers ligt het voor de hand , de termen, die R in den noe- 
mer bevatten, met elkaar te vereenigen. Uit (158) volgt, dat zij, voor 
zoover zij in H, voorkomen, samen gevat kunnen worden tot 

^« = 2^ {5«»5.i^.-CV*«.2>$.;'»+i», ^} • 
Nu vindt men echter volgens (23), (155) en (153) gemakkelijk, dat 

is; en verder blijkt door differentiatie, dat, ook voor den aan de 
zwaartekracht onderworpen slinger, waarvoor H=i H,— Ü, 

iep ipi ipi 'i(p i& ^/?2 ipi d$ ' (>p ipi ?p^ 'ip 

wordt, hetgeen de bekende voorwaarde 

dH ir ill i/ 

daarvoor is, dat /•'= standvastig eene integraal is, behoorende bij 
de karakteristieke functie H, Zoo vinden wij de bekende integraal, 
dat de draaiingssnelheid om de omwentelingsas van den LAGRANGB'schen 
slinger standvastig is, terug. 
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De storingen in de elementen «<,, h\ T^, ten gevolge van de 
eindige amplituden verkrijgt men, voor zoover zij B tot noemer 
hebben, door differentiatie van Sr; maar hierin is steeds r' als factor 
bevat; daar wij nu aangenomen hebben, dat r oorspronkelijk oneindig 
klein was , blijft volgens de genoemde integraal r dit steeds; en 
blijven voor amplituden, wier vierkant oneindig klein is, de ont- 
wikkelingen van § 6, in 't bizonder de omvormingen van S"', (voor 
een oogenblik afziende van de draaiing der aarde) ook voor zeer kleine 
waarden van R gelden; terwijl de storingen ten gevolge van de 
draaiing der aarde (volgens de opmerking aan 't slot van n°. 46) 
en die ten gevolge der eindige amplituden , daar beide oneindig klein 
zijn, eenvoudig als in § 6 samengesteld behoeven te worden om den 
invloed van het gelijktijdig optreden van beide te kennen. 

§ 8. Over eene fout van Hansen. 

49. Om in te zien, waar Hansen de fout gemaakt heeft, die hem 
voor den coëfficiënt ^'^ in plaats van | deed vinden , en eenige § § 
van zijne verhandeling, waarin dezelfde fout haren invloed op andere 
uitkomsten laat gelden, daarvan te bevrijden, willen wij de ontwik- 
kelingen volgens zijne methode volgen. 

Daarbij zullen wij gemakshalve zijne schrijfwijze gebruiken, die in 
deze § dus onafhankelijk is van de overigens door ons gevolgde, be- 
halve wanneer daarop verwezen wordt. 

Wanneer men bij een slinger, die een omwentelingslichaam is, 
waarvan het zwaartepunt en ophangpunt op de omwentelingsas liggen , 
6 de afwijking van deze as van de verticaal noemt; en door J/ van het 
zuiden naar het westen geteld den hoek, dien het verticaal vlak van 
de as van den slinger met den meridiaan maakt, aanduidt; (Hansen, 
Neueate Schriften der Naturforschenden Geaellschaft in Danzig ^ V. 
1853, S. 19} zoo zijn (1. c. § 4 Art. 21) de intermediaire integralen 
voor de beweging van den slinger aan het aardoppervlak 

.Vi» • 6 ^ = A< S»»' ö + |m' (1 - Co« 6) + k'. 

g* is eene standvastige, die afhangt van de massaverdeeling in den 
slinger (§3, Art. 13); yi. is het product van de draaiingssnelheid der 
aarde en de sinus van de poolshoogte (§ 3, Art. 13 en §1, Art. 4); 
l/! eene standvastige, die afhangt van de oorspronkelijk aan den slinger 



(194) 



174 

gegeren draaiingssnelheid om zijne as (p. 24); a en x zijn groot- 
heden , die men in eerste benadering als standvastigen mag beschouwen. 
Nu heeft Hansen in § 3 gevonden, dat voor eerste benadering, 
nl. voor oneindig kleine amplituden en standvastig gedachte jc en x', 
de integralen zijn 

fi» =6^ Cos'- {ut + ü) + €'^ Sin'' («^ + Jj), j 

Deze duiden eene ellips met de grootste en kleinste uitwijking 
s en e' van de verticaal als baan van het zwaartepunt aan; de 

omloopstijd is — ; en dit punt gaat op den tijd door de groote 

as, die zich met de snelheid ft + ^ /ic' in den zin van den uurwijzer 
beweegt. 

Daar fi:=:n Sin de ontbondene van de draaiingssnelheid der 
aarde, n, (in den zin van de beweging van den uurwijzer genomen) 
volgens de richting van de naar beneden gaande verticaal van het 
ophangpunt met de poolshoogte (p is, hebben wij ftziz — y„.. Om 
de beteekenis van // duidelijk te maken, moeten wij teniggaan tot 
de integraalvergelijking (A) door Hansen voor dit bizondere geval 
(P = Q) gevonden , namelijk (vergelijk n*. 48) 

y = »' + » y Cos (p-{ ny' Sin (p. 

Hier is r onze r', (153) y onze y, vooreen stelsel dat eene bizondere 
ligging heeft, waarvoor nl. /S^ = O is , y" onze yj (in de formule 152), 
»' eene willekeurige integratie standvastige, welke overeenkomstig 
deze vergelijking door de beginwaarde van r' wordt bepaald. Voor 
oneindig kleine amplituden wordt Hansen's 

nyCosip-zzO en r' = ^ . 

at 

Omdat onze yj oneindig klein wordt, dus y,^ dit eveneens is, 
zooals ook <^ en ö, vereenvoudigt deze vergelijking zich tot 

wordt, stelt, vinden wij dus 



Daar Hansen yd -zzn! - hetgeen in onze schrijfwijze n<' =: «' - 



,_dpR R 

en is de draaiingssnelheid van de ellips volgens Hansen 
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In het bizonder geval nu, dat (^ — j») =z O is, rerkrijgen wij volgens 
vP, 35 voor de snelheid, waarmede het knooppunt van den karak- 
teristieken cirkel over den lengteoirkel loopt, 

en daar de lengte van dit knooppunt geteld moet worden van uit 

d p 
een punt, dat met de snelheid — 2 77 rondloopt, draait de groote 

as van de slingeringsellips , van boven (d. i. van de zijde der — w-as) 
gezien, in den zin van den uurwij zer met de snelheid 

yw 3p '^2Fdt' 

Dit stemt dus overeen met de uitkomst, die HiiNSEN voor dit bizon- 
der geval verkreeg. 

Dat in fjt ook y,^ --^voorkomt, schijnt mij in het verder verloop 

van Hansen's verhandeling niet genoegzaam op den voorgrond gesteld. 

Overgaande tot het geval van eindige amplituden wil Haksen de 
differentiaalvergelijkingen voor e, f', jj, a vinden, die deze groot- 
heden als ftinctien van den tijd zoo bepalen, dat de integralen (195) 
voldoen aan (194). 

Door differentiatie van (194) vindt men 



no. A /. ,d^/dii^\^ . n o. ^A^^J'^'^' . „É^ö^'ö 



+ 



. A / / fX «. 4 ^ö dK 



dt dt dt'' dt dt dt 



Hieruit 

dn dic 

, n' .^drl , , dt d^ dt . 

''^'''''Tt+^dl-Ttd[^ ^(i«^) 

dt dt 

d^^ ZCos^dUd^^ \ . / ^ö . 1 dK 



rt[dt '*)■*" SinUt '^ ein^ 



dt* "" Smfl dt\dt '^/^ SinUt ^ ^^1»* ö dt ' 



176 

"Wij hebben hierin met Hansbn gebruik gemaakt van 

/~^^'=«*->(.a + ^^)^ (197) 

Hansen substitueert verder 

^^.X.'LZ^Ö + _!L_, (198) 

welke laatste substitutie wij , met het oog op het volgende , niet uit 
zullen voeren. Deze beide substitutien zijn geoorloofd; immers Art. 
15 gaf voor de waarde van de standvastige w*, die geen element 
is, eene die voor oneindig kleine amplituden (197) levert; en zulk 
eene standvastige mag men onveranderd aan het ongestoorde vraag- 
stuk, (dat van oneindig kleine amplituden en standvastige x en x') 
ontleenen. Maar niet mag men, zooals Hansen vervolgens in (198) 
doet, voor jc', «ff stellen, wat in het ongestoorde vraagstuk waar 
is; want. terwijl hij immers juist g en f' in functiën van den tijd 
zoeken wil, neemt hij hiermede reeds vooraf eene integraal aan van 
de differentiaalvergelijkingen, die hij volgens de gewone theorie van 
de variatie der standvastigen verder voor deze functiën opstelt en 
behandelt. Hier ligt de fout, die tot de verkeerde waarden van 
2) en J^ voert, op welke de uitkomsten van Art. 24 berusten. 

Volgens de theorie van de variatie der standvastigen moet men 
de onmiddellijke differentiatien van (195) in (194) substitueeren , om 
de differentiaalvergelijkingen voor f, a, f', )i te vinden. Volgens 
haar kan men stellen (S. 45), ^ = «^ -|- ij schrijvende, 

ö — =1 — (ü(e*— e'*) Sin'p ,Cosp , 
cc z 



d^ ues' 

O = -TT s ^os^ p '{' ^^ e' Sin^p— -— (e^ --e' ^) Sinp . Cosp , 
at at at 

en met Hansex (S. 45) vindt men verder 

flJ* ö • . . «* f'f'* . ^/ / ^^' deXuSinp.Cosp > 

= - «* ö -J ^ 21 f 6 — I - — 

dt^ — " '^ p ^""y' dt dt) 6 

dyt «ff* — s'^ 

dr- «» dt^\ dt dtJV ^ ^ ^'^ 

. 2aès' dvi , , / V „. „ 
+ l^-^(*'-« )Sinp.Oosp. 



(199) 



(200) 
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Door m (196) voor ^> "i"» JJ > '37 > 'T7Ï > ~Jn ^^^^^ waarden 

uit (199), (200) en (195) te substitueeren, vindt men volgens de 
theorie van de variatie der stand vastigen de differentiaalvergelijkin- 
gen voor de elementen f, s', «, jj. Door vergelijking van (196) 
en (200) komt, met behulp van (199), 

dit, dic 

dt^ ^lt_ d_^ _ B^ ) C^^)!) 

^^ dj d^df^h' 
en dt dt 

2CosU è/^ , U6è'\ 2uss' d& f^' d& 1 da' ^ 

Sin^ d~iV^^'W)'^'~F^dt'^ SMlt^ Sm^~di~ ^ 
stellende , / 

\ dt dt / dt u 

ff^'-5'^Vf»C?05*/7-f'»StV/?)+ .(202) 

dt w 

Deze vergelijkingen zijn het, waartoe Hansen (S. 46) komt, maar 

zijne waarden van D en U zijn tengevolge van de vroeger gemaakte 

fout geheel andere. 

Wij zullen de onze naar machten van ö ontwikkelen. Dan komt 

da da 
^^ _d£d^ _ D 

+ ^^ dlTt~T' 

dt dt 

,2 



i)=^6'+i(At»-i,«")6'-|«'É»*"--|-«*e'6*+ ] 

da da' 



dt f , u£e'\ dt . 

dt dt 



. (203) 



178 



Eyenzoo 



Men vergelijke deze met die, waarJx)e Hans en afgezien van -7- en -=-- 

at at 

komt, namelijk (S. 28, Art. 24) 

Nu gaan wij , even als Hansen , den invloed bepalen van die termen 

van D en ^, waarin -77 en -r- niet voorkomen. Daaruit nemen wij 

at at 

vooreerst die termen , die ook (a en fA niet bevatten , want Hansen 

verwaarloost deze ook (S, 48); dan is 

2)z=y(6*-4g»f'*), E :=Z'^\(a^ se' [s^ -e' ^)Sinp Xosp (204) 



Verder uit (199) 



^' ^^ ^* (205) 



dt {s^—s^)Sinp.Co8p 

Dus wordt (202) 






{Cos^P'-Sin^p)=. — , 

« ,ds,ds'U 

at at w 

—s-=-r Cos^ P +s' ^rr. Sin^ p=. - Sinp . Co8p , 
dt dt « 

ds Es Co8^ p '\- Ds Sinp . Coap 

Ut 'air- , 

(206) 

ds Es' Sin^p—DsHnp.Cosp 

~di~ iül» 

dvi _ D s^Coa^p-s'^Sin^p ZUss' Co s p, Sinp 
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__ Bes' £^ Co8^ p - s' ^ Sin^ j? "StEs^s'^Cosp.Sinp _ 
""" «62(g»-g'^) ■" + 

dd E{6^A-6'^) _. ^ , Des' ,^ , ^. , , ,^^^^ 

J7 = ~ .,ö^*:r7^ 5.;.^Co.^ + ^g,^^,,^.,) ((^o. p^sm^p). . (208) 

Dit zija de vergelijkingen van Hansen in Art. 23. In deze moet 
men (204) substitueeren. 

de' _ u -4^6^€'{e^-s'^)SinpXo8^p-\-e'(h''-^e^6'^)Sinp.Co8p _ 
dt~ 6 6^ "~ 

= - e'PSinp.Cosp — - ((g* — g'^)Co«*;? + s'^)Sinp.Cosp, 

j^ zz:^g'6*5i«^.Cö«i?-| «g^g'iSi»^.Cö5jP, . . .(209) 

^_g _ « ''éee"^is\-e''')Sin^p.Co8pH^''-'4>6^e"^)6Co8p.Sinp _ 
df~Q 6* ~ 

= --ePStnp.Co8p-\-^t^6—^- ^ '-— ^ ^ -^ 

-^ =— - g6 • Sinp.Co8p-{- 1 «gg'- Sinp.Co8p, , . . (210) 

^ _ w f -8g«g^»(g^-g^M^Q^V.^^»V-4g^g^*(g'» Smp-B^ Cos^ p) 
^ ~ 6 l (g* (7o5'^ + g'^ &mp)(e^'-£'^) ~ " 

g' Co»*^ - g' * 6ï» 'i' * 2 1 

;tzv^ ƒ — 

__« ƒ ( 2(g^-g^»)rQgV.SmV + g^';S^'»*i?~g'CQ^^jp)g^g^» 
~ 6 1 (g» 6'o«»^ + g'»^m»i?)(g*-g'*) '^' 



, s^Co8*p'-€'^Sin*p ,\ 
+ ^ZT* Ö ) 



» 



e^ji ___ « i 4^6^s'^(Sin^p-Co8'p) s^ Co8*p-6'^ S in^p y 



EindeUjk 
dd «gg' f „_. . ^ . . 6*-4g»g'* 



6» ^ = ^ |4(g« + ^'') SmV-C^o*V+ ^, J^/,^ ((;o«*/?-6ï»V)} = 
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- (e* Cos'^p - e'* Sj«*i?) ) + ö* ( Co«* ^ - Sin^p) } , 
Bij integratie vindt men 

1 f 3«*e'' 

-8^r7ï)(**(Co**-/.+ !)+."(««'/'+ 1»}. 1 -(213) 

waarbij gebruikt werd 



ƒ 

ƒ 
ƒ 






2 ^ ^2 



2 2 

Deze formulen (213) komen voor die op S. 49 in de plaats, 
v^anneer men alleen let op de door ons genomen termen van 2>. 
Wanneer wij vervolgens de periodische termen weglaten, komt 

5>,=-,>,(5H^'')«^ ^ ^^^^^ 

5a = I aeB't. 
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De drie eerste vindt Hansen ook, maar het juiste bewijs er van 
is eerst op deze wijze geleverd. Voor de laatste formule vindt Han- 
sen -^jtaset; en het was deze waarde , die mij opmerkzaam maakte 
op de fout op S. 44 gemaakt, die zoowel aan het oog van Hansen 
als van den beoordeelaar van zijne prijsvraag is ontsnapt, en die 
eindelijk ook door W. Lehmann *) in zijne 'bewerking van Hansen's 
prijsvraag, — ofschoon hij lezers onderstelt „die diese klassische 
Preisschrift nicht nur zur Hand sondem auch gründlich studirt ha- 
ben*' — over 't hoofd is gezien. 

Wij zullen nu nog de termen , die fi en fi' bevatten , beschouwen. 

Dan moet men volgens (203) 

U = -f^a^^6^-6' )Smp.Coap 

nemen. 

Yan f4 is afhankelijk 

hetgeen met (206), (207), (208) geeft 

ds' fi^ s' Sinp,Co8p .^ 

di ~Y 7 ' 

$6 /tt* eSinpXoèp 



dt 2 « 

d^ 
di 



ö', 



_ _ ^ ( e^Co8^ps'^Sin'^p \ ö^ 
dec /c**fe'6* 



(Coa^p — Sin'^p), 



dt ~ 2«(g2~f'ï) 
en dus bij verwaarloozing van de periodische termen 

10 6) OU 

en deze kan men, daar ft* inderdaad uiterst klein is, verwaarloozen. 
Evenzoo geeft de term van JD 

5.'=0.S. = 0.J« = A^(,. + .")^S«=-f^*^'<. (216) 
Verder blijven van D en U nog over 



») Astron. Naehr, n®. 925 u. s. w. Bd. 89 und 40. 



182 

6 o 

die met (206), (207), (208) geren 

at o 

at 6 

dt ^ 6 V g*-g'» ■ y 

^i{ ~ 6" \ e^s'^ ) 

En dus met (215) 

5g'=:0, ^g=0, . 

Hieruit ziet men, dat wanneer (a niet zeer klein gesteld wordt, 
in den slingertijd en de draaiing van de groote as der slingerings- 
ellipsen, voor de draaiing van den slinger om zijne as, nog eene ver- 
betering moet worden aangebracht, die door (216) wordt bepaald. 

Bij eene andere gelegenheid zal ik ook de storingen in de elemen- 
ten , ten gevolge daarvan , dat q — p niet juist nul is , langs den door 
Hansen gevplgden weg bepalen, en daardoor de uitkomsten van 
Hoofdst. II en van § 6 van dit Hoofdstuk onmiddellijk bij de for- 
mulen van Hansen aansluiten. 

§ 9. Over de formule van Beavais. 

50. Wij willen hier nog de formulen afleiden, die Beavais ^) ter 
berekening van zijne proeven gebruikte, en die in de onze als bizonder 
geval natuurlijk bevat zijn. Verwaarloozen wij dus 72 in § 5 en 
stellen wij jp — ^ = in § 6, zonder iets over R te onderstellen, 
zoo hebben wij respectievelijk het geval van den enkelvoudigen of 
van den samengestelden slinger, wanneer deze een omwentelings- 
lichaam om de verbindingslijn van ophangpunt en zwaartepunt is, 
en om het eerste vrij draaiien kan. De slingeringsellips blijft, we- 



LlOUVILLE, T. 19. 
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gens 8 = standyastig, voortdurend dezelfde, en draait met de snel- 
heid — (y'+f<i*)« Neemt men als slingertijjd dien, welke verloopt 
tusschen twee opeenvolgende overgangen van het bewegende punt 
over dezelfde helft van de groote as van zi^'ne baan, dan laat zich 
het verschil van den slingert^d in de gestoorde en in de ongestoorde 

beweging als volgt berekenen. — -j- geeft aan, om hoeveel het 

p at 

punt in zijne baan ten opzichte van de y-as in elke slingering ach- 

terblijjft. Het achterblijven ten opzichte van de groote as van de 

ellips verschilt hiervan tengevolge van de gelgkt^jdig plaats grijpende 

draaiing van de ellips over de coördinatenassen, om den tijd, waarin 

het punt in de ellips van het snijpunt met de y-as b^' het begin 

der slingering tot haar snijpunt b\j het einde van de slingering loopt. 

Deze tjjd staat tot — in dezelfde verhouding als de kleine ellipti- 
sche sector, die gedurende eene slingering over de eene helft van 
de y-as heen beweegt, tot het geheele oppervlak der ellips. Vatten 
wij die helft van de y-as in het oog, welke met positieve snelheid 
in de richting van de a?-as overschreden wordt, zoo vindt men voor 
deze verhouding gemakkelijk 

Want de inhoud van den elliptischen sector, die in — over de 

P 
f/-as beweegt, is 

p ' 2 dt^* ' 

waar yi* de waarde van yi is, wanneer het punt met positieve snel- 
heid deze as overschnjjdt. Nu is volgens (164) 

daar volgens dezelfde formulen en wegens ^, = O, 

Sinpf = 0, en dus Sin^qt" = Sin^TQ 
is bij het overschrijden van de y-as, en verder 

Ti =-(/+"'*) 

gegeven was, verkrijgen wij 

13 



184 

Voor de hoekoppcrvlakte O van de ellips vonden wij , afgezien van 
het teeken, 

~ Sin T^ V «'(!-«')• 

(Zie (173) en (174)). Het ayy-stelsel is genomen in een horizontaal 

vlak op den afstand V P van het ophangpunt ; dus 't oppervlak van 
de ellips, beschreven door het snijpunt van de slingeras met dit ho- 
rizontaal vlak, 

r 

mm 

met a' = Y^ ; dus komt voor de verhouding van het oppervlak van 
h 

den sector, die over de y,-as beweegt, tot het geheele oppervlak van 
de ellips 

cc \]Sin''T^ 2t. 



-(/+A«i«) 



%7r\l«![\-u!) P 



deze grootheid is, afgezien van het teeken, de verhouding van wat 
aan t moet worden toegevoegd in eene volledige slingering tot — ; 

en dus moet aan — , afgezien van het teeken, worden toegevoegd 



-(/+A«i«) 



tt! yfsar^T^ 



Is de beweging in de ellips, als in de fig. 9, negatief, zoo moet 

deze tijd afgetrokken worden; en moet dus —yJSin^Tf^ in plaats van 

\j Sin^T^ worden genomen, terwijl dan is volgens (102) SinT^ zelf 

= + \ Sin^T^. Is de beweging positief, als in fig. 10, dan moet die 

tijd bij T worden opgeteld, maar dan is SinTo zelf— V^^^oJ ^^" 
dat men steeds moet nemen 

/?V«(l-«) 

als correctie in -r^ om I — J ten opzichte van de groote as te vinden. 



Dan vindt men echter 



m='^ <-) 
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eene bekende fojmule voor den enkelvoudigen slinger, die men reeds 
bij Lageange ') en voor het geval van Lagbakge's samengestelden 
slinger (zie (214)) bij Hansen (1. c. S. 49) vindt; en die uitdrukt, 
dat de slingertijd in de verhouding 



1:1 + 



16 



vergroot wordt. Bij cirkelvormige slingeringen moet men den slin- 
gertijd nemen ten opzichte van eene as, die in den cirkel met de 
snelheid —(y' -f fc, *) rondloopt. Is y'r=:0, zoo blijft alleen de 
beweging van de groote as tengevolge van de eindige amplituden 

over, die met de snelheid | — -:=r = | — ai (zie n®. 47) plaats vindt; 

deze as doorloopt dus in 2;^, den hoek iTrab, die tot den geheelen 
omtrek in de verhouding ^ab staat. Trekt men derhalve in de baan 
van een punt, dat op de verbindingslijn van ophangpunt en zwaar- 
tepunt van den slinger ligt, uit het middelpunt in willekeurige richting 
een straal; en verstaat men onder slingertijd den tijd, die tusschen 
twee opeenvolgende overschrijdingen van dienzelfden vasten straal 
verloopt, zoo is deze in de verhouding 

lil-^ab 

gewijzigd; of de slingertijd, zoo opgevat, staat bij kleine maar ein- 
dige cirkelvormige slingeringen , tot die bij oneindig kleine amplituden 
in de verhouding 

1-— :1. 
4 

Dezelfde opvatting van den slingertijd legt Bravais *) klaarblijkelijk 
ten grondslag aan zijne gevolgtrekking, dat de slingertijd in 't alge- 
meen zonder nadere aanwijzing over den straal, ten opzichte waarvan 
men hem bepaalt, voorgesteld kan worden als functie van de 
assen der ellips alleen; en wel door 

^SB = ^^\/-[l + -^ j (219) 

waar y de versnelling van de zwaartekracht aanduidt. 

Het valt echter terstond in het oog, dat dit niet het geval is; 
want de zoo opgevatte slingertijd is afhankelijk niet alleen van den 
vorm van de ellips, maar ook (170) van hare ligging ten opzichte 



ï) Méc. II. 177, Ed. Beetrand. 
3) LlOUVILLE, T. 19, p. 11. 

13* 
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Van den gekozen vasten straal (het gekozen verticaal vlak). Ofschoon 
er nu op dit punt eene verwarring in de bewijsvoering van Beavais 
bestaat, past hij de formule toch juist toe; want hij brengt in den 
waargenomen tijd van overgang van het bewegend punt over een 
zekeren straal van zijne baan eene verbetering aan, nl. het verschil 
van den tijd, waarin het van daar tot aan de groote as loopt, en 
van den tijd, waarin het, in een cirkel met gelijkmatige snelheid 
rondloopende, hetzelfde punt van de groote as zou bereiken. Deze 
laatste tijd bevat den tijd, waarin de hoek van de groote assen der 
ellips bij het begin en bij het einde van de slingering door het, 
met eenparige snelheid in den cirkel rondloopende, punt afgelegd 
wordt. De beteekenis van den door Bravais in de formule (^19) 
bedoelden slingertijd t^^ is ^) dus die, welke men na het aan- 
brengen van de beschreven verbetering uit den slingertijd 
ten opzichte van een vasten straal vindt. En wanneer y' niet, 
zooals wij tot nog toe aannamen, O is, is de weg, die dat denkbeel- 
dige punt over den cirkel in eene slingering aflegt, samengesteld uit 
— 2y'tf en uit ^Trab, de laatste in den zin van de beweging in 
de ellips; men vindt dan den slingertijd, nadat de correctie voor de 
afwijking van de groote as van den gekozen straal is aangebracht, 

.,,. = 2.y/-(l+^t_ ±V^j,.;(220) 

waar het teeken ± genomen moet worden, al naar mate y' en de zin 
van de beweging in de ellips dezelfde of tegengesteld zijn. Dit is 
de formule, volgens welke Bbayais na het aanbrengen van de meer 
genoemde verbetering voor de groote as uit den tijd, die tnsschen 
opeenvolgende doorgangen van zijn slinger door een zelfde verticaal- 
vlak (dat van de as van zqn theodoliet) verloopt, de draaiingssnelheid 
der aarde, 7', berekent. 

Bravais stelde bij zyne afleidingen J2 = 0, dus y'zrzy^; uit de 
gegeven afleiding blijkt echter, dat ook voor Laorange's geval van 
een samengestelden slinger dezelfde formulen gelden, en dat hierbij 
sleohts 

^ — 2P V"^ RJ' 
Toor yto in de plaats komt. 



>) Zooals ook blijkt uit de Blotzinnen van zyne Noig sur une formkl^ dê 
Laqranob, relative an monvement pendulaire, 1. e. p. 49 et 50. 



KLEINEKE MEDEDEELINGBN. 



DE 6R0NDF0RMULEN DER GONIOMETRIB, 



DOOR 



A. W. GR.4VELIAR. 



In 't volgende geef ik voor de beide formulen 

Sin (a -{- b) :=. Sina . Cos 6 •{- Cos a . Sin h , 
Cos {a ^ h')z=z Cosa . Cos h — Sin a . Sin h , 

bewijzen, welke afwijken van de mij bekende. 

Duiden we twee hoeken, waarvan de som kleiner dan 90° wordt 
verondersteld, aan door a en 5, en denken we ons die hoeken zoo- 
danig naast elkaar geplaatst, dat de hoekpunten en twee beenen 
samenvallen, terwijl de beide overige beenen vallen ter weerszijden 
van het gemeenschappel^k been (Fig. 1, Plaat II). 

Trekken we door een punt B van een der niet gemeenschappelijke 
beenen eene lijn loodrecht op het gemeenschappelijk been. Die lood lijn 
snijdt het gemeenschappelijk been in een punt D en het overblijvende 
been volgens de onderstelling in een punt O. Uit B laten we 
verder een loodUjn BE neer op AC; die loodlijn snijdt AD in 
een punt F. Men heeft dan 

DC DB 

^*^^ = A0' ^** = AB' 



AD ^ ^ AD 



dus ook 



«• /> Axr o. ._ DCxAD + ADxDB _ ADxBC 

^ma, Cosh + Cosa . Stnoz:z r-^=; — r-= = ,-= p^ . 

^ ABxAO ABxAC 
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Door den inhoud van den driehoek ABC op twee wijzen uit te 
drukken, vindt men 

ADxBC = EB^xAC; 

men heeft dus ook 

ADxBC _ EBxAC _ EB 
ABxAO"" ABxAÓ~AB' 

en daar 

is, zoo is ook 

8m (« -|- i) = Sina. Cosh + Cosa, Sin h. 

De tweede formule kan op de volgende wijze worden betoogd. 
Men heeft 

^. EF ^. . DB 

^ AE AD 

Cosa = ^. Cosh=—, 

, ,. r 7. c- ex ADxAE-DBxEF 

ABx AF 

Uit de gelijkvormigheid der driehoeken AEF en BDF volgt 

AExFD = DBxEF, 

waardoor bovenstaande gelijkheid overgaat in 

^ ^ . c- er- /; ADxAE-A ExFD AE 

Cos a . Cos o — 8ma .Sin o = 7-=r -rr- r= -r— ■ ; 

ABxAF AB 

en 'daar 

is, zoo is ook 

Cos (a -f è) = Cos a . Cos b - Sin a . Sin b. 

Andere bewijzen dan de gewone voor de formulen 

Sin [a •\'b)z=z Sin a . Cosb ■\- Cos a . Sin b , 

Sin (af — 5) = Sin a . Cos b — Cosa .Sinb, 

zijn nog de volgende. 

Denken we ons de beide hoeken, waarvan de som kleiner dan 
90*^ wordt verondersteld, naast elkaar geplaatst als boven, en zij het 
gemeenschappelijk hoekpunt O (fig. 2) het middelpunt eens cirkels, 
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welks straal de eenheid is en welke de niet gemeenschappelijke beenen 
snijdt in twee punten B en C. We richten op het gemeenscbappelyk 
been in het punt O een loodlyn op en trekken door de punten B 
en C lijnen CEP, BAD, DCH, BFG loodrecht op het gemeen- 
schappelijk been en op de lyn HOG. Trekken we verder de lijnen 
BC en BE, en laten we nog de loodlijn GI op OB neer, dan is 

ACEO = iCEOH, 

ABCB = |ADCE, 

ABEO = ^EFGO, 



dus ook 



verder heeft men 



2ABC0 = ADHO + EPGO; 



Sina = OGt, SinèzzzOK, 

CoaazziOA, CoabzzzO'E, 

8in{a + b)=zlC. 

(Door OG, OH enz. verstaan we hier de getallen, welke de 
lengten dier lijnen aangeven). 
Daar die getallen 

Sin (« -}- ó) , Sin a . Co% h , Cob a . Sin b , 

tevens de inhouden aangeven van 

2ABG0, EFGO, ADHO, 

zoo is 

Sin (ö -f i) = Sin a . Cos b + Cos a . Sin b. 

De tweede formule betoogen we op de volgende wijze 

Zij LBOO (fig. 3) de hoek a en L BOF de hoek 5, welke beide 
scherp worden verondersteld; verder O het middelpunt eens cirkels, 
welks straal de eenheid is ; en C en F de snijpunten des cirkels met 
de niet gemeenschappelijke beenen der beide hoekeu. 

Door de punten O, C en F trekken we lijnen loodrecht op het 
gemeenschappelijk been, en door de punten C en F lijnen loodrecht 
op de loodlijn, in het punt O op het gemeenschappelijk been opge- 
richt. 

Trekt men nog de lijn OE, en de lyn Cl loodrecht op OF, dan is 

ACOE = |OEHG, 
ACEF = iCDFE, 
AE0F = JABFE, 
of 2aOOF = CEHG + ABDC, 
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of 2AC0F = 0BDG-AEH0; 

verder heeft men 

SinazziOQ, 8inb = 0K, 

Cosaz=:Ok, Cosb =zOB, 

Sin{a-b)=zlC. 
Daar de getallen 

Sin(a-^6), Sina.Coaby Oosa.Binb^ 

de inhouden aangeven van 

2AC0F, OBDG, AEHO, 
zoo is ook 

5»» (« — è) = ^n a . Co8 b — Co8a . Sin b. 



EENE BEKENDE FORMULE VAN CLAUSIÜS, 



DOOS 



P. C. F. FROWEIN. 



In Januari 1872 werd door mij in het Wiskundig Genootschap 
;,Een onyennoeide arbeid komt alles te boven" een voordracht ge- 
houden, behelzende eenige critische beschouwingen over de warmte- 
theorie van Claüsiüs. De gelegenheid ontbreekt mij thans op het 
gesprokene geheel terug te komen; slechts op een enkele formule, 
waarvan ik toen het foutive heb aangetoond, wensch ik hier de aan- 
dacht te vestigen. Aanvankelijk toch meenende, dat ook anderen 
hetzelfde zouden opmerken, heb ik evenwel de formule door vele 
schrijvers zien overnemen; en voor eenige dagen kennis makende 
met een geschrift van Prof. Van dee Waals „Over de continuiteit 
van den gas» en vloeistoftoestand ,^^ vond ik haar weder als grondslag 
tot verdere berekening gebezigd. Ik meen dus geen ondienst te doen 
door, terwijl ik over het geheel van Clausiüs theorie zwijg, op 
deze enkele formule de aandacht te vestigen. 

De uitdrukking door mij bedoeld is ') 

3 A^ 

V ^^ "7 • 



4 Tp* 

waarin A den afstand van twee gasmolekulen , en p den straal van 
den molekulairen werkingsspheer voorstelt, terwijl l de uitdrukking 
is van den weg, dien een molekuul gemiddeld doorloopt zonder te- 
gen een ander te botsen. Om tot deze uitdrukking te geraken, 
denkt Claustus zich eerst alle molekulen op een na in rust , en bepaalt 
de gemiddelde weglengte van het zich bewegende molekuul. Hij vindt 
daarvoor 

1'=^. (1) 

TT p 



*) Clausius, Mhandtungen u, d, mech IFarmeihorie , 1867, II, Seite 272. 
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Vervolgens denkt hij zich alle molekulen in beweging; en voor 
dit geval de betrekkelijke snelheid van een molekuul bepalende, 
vindt hij dat deze | maal zooveel is als de volstrekte snelheid in 
'teerste geval. Het tweede geval is dus volkomen gelijk het eerste, 
mits men de snelheid | maal grooter neme. Hierdoor komt hij tot 
het besluit, dat de bovenstaande uitdrukking met | moet worden 
vermenigvuldigd om de gemiddelde weglengte voor te stellen, wan- 
neer alle molekulen zich bewegen. In dit laatste nu schuilt m. i. 
een vergissing. Laat ons, om deze te ontdekken, Clausius op den voet 
volgen. 

Na eerst te hebben vastgesteld dat, in dezelfde verhouding als de 
snelheid toeneemt, het aantal botsingen in de tijdseenheid moet aan- 
wassen (hetgeen m. i. juist is), volgt er *): „Ferner mussen die mittle- 
ren Weglangen des Moleculs in den beiden Fallen sich umge- 
kehrt verhalten, wie die Anzahlen seiner Zusammenstösse wahrend 
der Zeiteinheit." 

Dit nu is onjuist. Niet alleen verhouden zich de weglengten om- 
gekeerd tot het aantal botsingen, maar tevens recht tot de snel- 
heid. Of anders: de gemiddelde weglengte is gelijk aan de snel- 
heid, gedeeld door het aantal botsingen in de tijdseenheid. Daar nu 
deze beiden (snelheid en aantal botsingen) * maal grooter worden 
in ons geval, blijft de gemiddelde weglengte even groot, onver- 
schillig of alle molekulen zich bewegen, of slechts één. 
Ten onrechte wordt dus door Clausius met | vermenigvuldigd. In beide 
gevallen is de formule (altijd verondersteld dat vergelijking (1) juist is) 

l ^^± 

A priori konden wij reeds besluiten tot hetzelfde, daar in (1) geen 
functie van de snelheid voorkomt, en dus de snelheid geen invloed 
uitoefent. 



Zoo even zeide ik //altijd verondersteld dat vergelijking (1) juist 
is." Het komt mij voor, dat ook tegen de afleiding vau deze ern- 
stige bezwaren zijn in het midden te brengen. 

Clausiüs verdeelt de ruimte in een aantal evenwijdige schijven, lood- 
recht op de bewegingsrichting van het molekuul, en beschouwt nu nader 
een schijf van zoo geringe dikte ^, //dasz wir die höheren Poten- 
zen der Dicke gegen die erste vernachlassigen können." 



») T. a. p. Seitc 267, noot. 
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"Verder denkt hij zich de molekulen in deze schijf zoodanig verschoven , 
dat hunne middelpunten in de grensvlakte komen te liggen. De waar- 
schijnlijkheid dat een molekuul niet door dit vlak kan komen, is dan 

Hoe nu van die waarschijnlijkheid voor een vlak op te klimmen tot 
die voor een schyfvan de dikte 5? Clausius vermenigvuldigt eenvoudig 
(en hij geeft hiervan niet de minste rekenschap in zijn oorspronke- 

lijke verhandeling, 1858) bovengenoemde grootheid met - . Zoo dus 

de waarschijnlijkheid, dat het molekuul niet door het vlak komt ge- 
lijk 1 is , is volgens ' Clausius niettemin de waarschijnlijkheid , dat 
het niet door de schijf komt, zeer klein. 

In een noot van 1866 tracht Clausius zich evenwel te verant- 
woorden. „Betrachtet man (zegt hij ')) von der sehr dunnen Schicht, 
deren Dicke ^ genannt ist, ein Stück, welches der Flacheneinheit 
der Grenzebenen und der ihnen parallelen Ebene entspricht, so wird 
der Eauminhalt dieses Stückes der Schicht auch durch $ dargestellt. 
Wenn nun die Anzahl der Molecule in der Raumeinheit mit n be- 
zeichnet wird, so sind in dem Stücke der Schicht »5 Molecule ent- 
halten." De laatste zinsnede nu is onjuist. De waarde van ^ toch 
is oneindig klein, das kleiner dan p. In een schijf van de dikte ^ 
kunnen derhal?e niet anders dan deelen van molekulen plaats vin- 
den, niet anders dan oneindig dunne schijven. En van hoeveel mo- 
lekulen in het beschouwde stuk van de schijf? Natuurlijk — . De 

waarde n^ mag in de berekening niet gebruikt worden, omdat wij 
hier met geen deelen van molekulen kunnen rekenen. 

Maar zelfs al houden wij de uitdrukking n$ niet voor ongeoor- 
loofd, dan zien wij toch, dat Clausius in de volgende zinsnede met 
zich zelf in tegenspraak komt. „Denkt man sich die Schwerpunkte 
dieser Molecule in jene parallele Ebene verlegt, so nehmen die gröszten 
Kreise ihrer Wirkungsspharen hier den durch das Product 7rp'«5 
dargestellten Flachenraum ein, welches mit dem im Texte stehender 

9rp* 
Ausdrucke — —$ gleich bedeutend ist." 

Let wel, Flachenraum! De vraag om van waarschijnlijkheid voor 
vlakte te komen tot waarschijnlijkheid voor ruimte is dus nog onop- 



») T. a. p. II, Seite 269, noot. 
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gelost. Moet de ongerechtvaardigde vermenigyuldiging met - uog 

eens plaats vinden? Of moeten wij de onmogelijkheid 

^ ^P' ^ 

A» ~ A» 
aannemen? 

Ik geloof door het bovenstaande voldoende te hebben aangetoond, 
dat de vermenigvuldiging met - niet mag plaats vinden. Hiermede 
valt ook de rest van het betoog, en de waarheid der formule 



Laat ons evenwel trachten op andere wijze de gemiddelde weg- 
lengte te vinden. 

Wij hebben bij eene vorige redeneering reeds gezien , dat het niets 
ter zake doet, of wijj ons alle molekulen in beweging denken, of wel 
één molekuul in beweging en de andere in rust. Wij beschouwen 
dus slechts het laatste geval. De molekulen zijn geheel willekeurig 
door de ruimte verdeeld. Maar het doet tot de algemeenheid slechts 
zeer weinig of niets af, zoo wij ons in die ruimte slechts één vlak 
voorstellen, loodrecht op de bewegingsrichting van het molekuul, 
waarin een even groot aantal molekulaire middelpunten gelegen zijn als 
in het geval dat de molekulen regelmatig verdeeld waren. De waar- 
schijnlijkheid nu, dat een zich bewegend molekuul niet door dit 

vlak gaat, is dan — j- ; de waarschijnlijkheid, dat het wel daardoor 

A 

A*~wp» 
A 

het molekuul zijn beweging voortzetten tot op den gemiddelden 
afstand van een ander molekuul, dus tot op A. De uitdnikking 
voor de waarschijnlijkheid, dat het molekuul door de grensvlakte 
gaat, geldt dus tevens onveranderd voor de waarschijnlijkheid, 
dat het tot een diepte A in de ruimte doordringt. Noemen wij deze 
^^, dan is 

^ A* 

De waarschijnlijkheid, dat het molekuul tot een tweemaal grooter 
diepte doordringt, is natuurlijk het kwadraat hiervan, dus 



gaat, is dus ^.^ — . Maar eenmaal door dit vlak gekomen, zal 
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Yan N molekulen is dus het aantal, dat een weg Xy of meer dan 
een weg x aflegt zonder botsen, gelijk aan 



-C-^) ' ■ 



x-^dx 



en het aantal dat een weg X'\'dx of meer aflegt 

x-^dx 

Er zijn derhalve 

.(--•) x-.(ilr-!)^ («. 

molekulen, die een weg afleggen tusschen x en x-\-dx. 
Stellen wij eenyoudigheidshalve 

—^=^ -(^^ 

dan rerandert (2) in 



x-\-dx X dx 



dx 



Np^ ^ jV> A = NpX (1 -^ A ) = - JV>i {NatLogp) 

De gemiddelde weglengte wordt nu yerkregen, wanneer wij de 
laatste met x vermenigvuldigen, dit product van x = tot rv = oo 
integreeren, en vervolgens door N deelen. Stellen wij deze gemid- 
delde weglengte = l, dan is dus 



1 /•x _£ j^ 

/ = — 1 — Np^ .x{NatLogp) — 
iv jo ^ 



Herleidt men deze integraal (bij de substitutie in acht nemende 
dat^<l), dan vindt men 

i- ^ 

NatLogp ' 
of volgens (3) 

^ = / A« N W 
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In de toepassing verschilt formule (4) niet zooveel van die van 
Clausiüs als men wel verwachten zou. Clausius vindt voor 
A = 16.12p, 

^=1000p. 

Door bovenstaande formule vindt men in dit geval 

Zz=1326p. 

De verhouding van het aantal gevallen, waarin de weglengte kleiner 
is dan de gemiddelde, tot dat, waarin zij grooter is dan deze, is 
volgens onze berekening dezelfde als die, welke Clausiüs verkrijgt. 

Het laatste aantal (dat waarin de weglengte grooter is dan de 
gemiddelde) wordt verkregen door in 

X 



.{^^f. 



voor X de waarde van l volgens (4) te substitueeren. Dit geeft 
dan (zie (3)) 

1 1 

Np- NatLogp = Ne^""*^^^^ ^NaiLogp = iVe~^ =0,3679i\r. 

Het aantal molekulen, dat een kleineren dan den gemiddelden weg 

aflegt, is dan 

0,6321 i\r. 

Dat deze uitkomst met die van Clausiüs overeenstemt, is trouwens 
zeer natuurlijk, wanneer men in aanmerking neemt, dat, welke ook 
de nevenonderstellingen zijn, men steeds zal moeten stellen 

waarin a eene nog onbepaalde waarde, maar noodzakelijk kleiner dan 
één is. Volgt men dan voor deze algemeene , nog onbepaalde waarde 
bovenstaande berekening, dan springt dit van zelf in 't oog. Men 
krijgt namelijk, onafhankelijk van a, steeds de waarde Ne~\ 

Op de volgende wijze kunnen wij gemakkelijk nagaan, welke uit- 
drukking voor de gemiddelde weglengte de waarschijnlijkste is, die 
van Clausiüs, of de hierboven gevondene (4). 

Voor het geval namelijk dat ^p-.=zA^ (dit kan natuurlijk niet 
bij een bolvormigen werkingsspheer, maar de vorm doet niets ter 
zake), zal geen molekuul zich in onze gesloten middenstof kunnen be- 
wegen, en dus de weglengte gelijk nul worden. Volgens (4) zal dit 
werkelijk plaats vinden. Maar volgens de vergelyking (1) van Clausiüs 
wordt dan ^ = A, hetgeen onmogelijk is. 
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Ten slotte nog dit. 

Men zie in boven afgeleide formule (4) vooral niet <e veel eene, 
die in verband staat met de mechanische warmtetheorie. Men be- 
schouwe haar slechts als eene poging, en ook niet meer dan eene 
poging, tot oplossing van het volgende zuiver wiskundig vraagstuk. 

Gegeven een ruimte, gevuld met in rechtlijnige bewe- 
ging zijnde bollen, van een middellijn p en een gemid- 
delden centrumafstand A; gevraagd de gemiddelde weg, 
dien elke bol aflegt, zonder tegen een anderen te botsen. 

Of een dergelijke ruimte mag aangemerkt worden als een gas- 
ruimte, en een dergelijke beweging als warmtebeweging , wensch ik 
in 't midden te laten. 

Amsterdam, December 1877. 



PIASCÜRIFT. I. Verschillende afleidingen zijn nog gegeven van de 
boven door mij verworpene formule. Het gaat niet aan, ze allen hier 
aan een onderzoek te onderwerpen. Ik wijs er slechts op, dat de 
twee volgende vergissingen voornamelijk voorkomen: 1°. wordt eene 
niet continu veronderstelde middenstof reeds bij den aanvang be- 
handeld als een continue; 2°. wordt ter verkrijging van de weg- 
lengte het aantal botsingen gedeeld op de volstrekte snelheid , in 
plaats van op de betrekkelijke. Houdt men dit laatste in 't oog , 
dan zal, ook al neemt men de onderstelling van MaxwIsll omtrent 
de snelheidsverdeeling voor gegrond aan, den beruchten factor )/2 
tevens verdwijnen. 

II. Door V. D. Waals (in bovengenoemd geschrift, 1873 en in 
Jrchives NeerL Tomé XII, Livr. III, 1877) en later door Clausiüs 
{Sttzungsher, d, Niederrheinischen GeselUchaft ^ 1874 en Pogg. Ann, 
VII, blz. 242) is de afmeting van het molekuul in de richting der 
beweging in rekening gebracht. Zij komen daarbij echter tot ver- 
schillende uitkomsten. Bij de boven gegeven afleiding meen ik dat 
voldoende rekening is gehouden met de afmeting, mits men onder p 
versta den kleinsten afstand, waarop de middelpunten der molekulen 
elkaèr kunnen naderen. Ook in dit geval geldt dus (4) onveranderd. 

November 1878. 



VRAAGSTUK III VAN 1877. 

OPGELOST DOOR 

D". G. SCHOUTEN. 

Me» vraagt den tijd te vinden, dien een zwaar Uckaam besteden 
zal, om langs eene kettinglijn uit een der ophangpunten naar het 
laagste punt te vallen. De wrijving van het vallende lichaam langs 
den ketting alsmede den tegenstand van de lucht wü men daarbij in 
aanmerking genomen hébben ^ stellende den laatsten evenredig aan het 
vierkant der snelheid. 



1. Voor de vergelijking yan de kettinglijn nemen w^* 

y = |(«"+<?"-) (1) 

waarin m de ordinaat is van het laagste punt. 

Stelt s de lengte van den boog voor, gerekend van het laagste 
punt; u de 'grootte van den hoek, dien de raakl\jn in zijn uiteinde 
maakt met de as der abscissen; en E de lengte van den kromte- 
straal in dat uiteinde; dan is, zooals bekend is, 

B = — , y» = »*»■^«^ S*Vi« = -, Cot« = -...(2) 
m y y 

Daar verder 5»»«=.-v- en Co«« = -r is, volgt uit de beide 

ds ds 

laatste vergelijldngen 

dy * dx m 

ds y ds y* 

welke vergelijkingen geintegreerd, geven 

y= V»*' +«* 



x:=zml — ï -— 

m 



(3) 
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2. De beweegkrachten van het stoffelijk punt op den ketting zijn 
drie in aantal: 

1°. het gewicht Mg ^ als M de massa van 't punt is; 

2°. de totale weerstand W van den ketting, die een hoek ^ = 
:=.Boogtgf=z wrijvingshoek met de normaal van het steunpunt 
maakt; 

3°. de weerstand van de lucht, dien wij door Mks'^ voorstellen, 

ds 
waarin «' = -77 de snelheid is , en Mk den weerstand voorstelt bü 
at 

de eenheid van snelheid. 

3. Daar de coördinaten x en. y in dezelfde grootheid « kunnen 
uitgedrukt worden (formule 3), zoo kunnen wij de differentiaal- 
vergelijking van de beweging vinden door de dynamische vergelijkin- 
gen, onder den vorm, dien Lagrakge er aan gegeven heeft, en die 
zich in ons geval zich herleiden ééne, n.1. 

d — 
ds' dT_^d_x^^d^^^ ^^j 



dt ds ds ds 

waarin 2'= levende kracht zn^Ms'^ is, en X en T de ontbon- 

denen voorstellen van de beweegkrachten volgens de assen. 

Voert men de gedeeltelijke differentiatien uit , dan wordt het eerste 

ds' d^ s 
lid van (4) Jf«", als «" = — = -=-t is; het tweede lid stelt 

dt dt^ 

voor de ontbondenen langs de raaklijn van alle beweegkrachten; 

zoodat dus (4) gelijk wordt aan 

Ms" = --MgSinu-\-Mks'^ ^ W8in(p (5) 

Om eene tiitdrukking voor JT te vinden, merken wij op, dat 
WCos0 of de normale drukking van den ketting met de ontbon- 
denen in hare richting van de beweegkrachten de middelpuntzoekende 



«'» 



kracht M— moet geven; dat dus 



s'^ 



TrCos(p-MgCos(a=zM-^ (6) 

is. Wordt nu W geëlimineerd uit de beide laatste vergelijkingen, 
dan komt er 

MCos0,(s" +gSbi u - ks'^) = M8in<p. (g Cosa + ^ j, 

welke door MCosCp gedeeld, en met vervanging van a en E door 
hare waarden in (2) geeft 

14 
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de gezochte differentiaal-vergelijking van de beweging 

4. Deze vergelijking hadden wij op eenigszins kortere wijze ge- 
vonden, als wij het beginsel van d'Alembert hadden toegepast: dat 
n.1. de beweegkrachten in evenwicht zijn met den traagheidsweerstand 
van 't punt. Drukken wij uit , dat de som der ontbondenen volgens 
de raaklijn en volgens de normaal ieder nul is, dan verkrijgen wij 
weer de vergelijkingen (5) en (6). 

Het evenwicht echter kan door ééne vergelijking uitgedrukt worden , 
door te zeggen, dat de ontbondenen van beweegkrachten en traag- 
heidsweerstand, in eene richting loodrecht op TT, eene som nul 
geven. Dan wordt JF geëlimineerd. 

Omdat de ontbondene 

van M^ M^Sm{u'~0), 

van Mks^ -Jf *«'* Cos0, 

van W nul, 

van de middelpuntvliedende kracht M— , . , . . , —M— Sin0, 

van de tangentiale kracht M%" Ma" Cos 0^ 

is, zoo geeft het evenwicht de volgende vergelyking 

MgSin[<a-<p)-Mk8'^ Co8(p-M — Sin(p + Ma" Co8(p = O, 

R 

welke door MCo8<p gedeeld, en door vervanging van u en R door 
hare waarden in (2), dezelfde vergelijking geeft als (7), 

da' 

5. Wordt in (7) a" vervangen door a' --- , dan kan zij onder den 

ds 

volgenden vorm worden geschreven 

Hiervan is e ^ "'de integreerende faclor. 



Uit 
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^s'^ .e 



welke vergelijking door partieele integratie van het eerste lid wordt 
verkregen, volgt 

/{"•'-(*+„-^>-^'!'-'(""''""'= 

zoodat de integraal van (7) is 

Is de lengte van den boog, begrepen tusschen het laagste punt 
van den ketting en het ophangpunt, waaruit het lichaam begint te 
vallen, a, zoodat voor « = a, s' = is, dan wordt de vergelijking 

Hieruit volgt voor de snelheid «' 

De waarde van «' is negatief, omdat ds en dt hij de vallende 
beweging tegengesteld teeken hebben. 
Eindelijk is 

y ^9 j r,^^f_r'{'^^^rBsT,k)ds' 

V Js yJni^+8^ 
dus wordt de valtijd T gegeven door 



— 2 



V Js v^*T«* 



-.(^Us + rBgTgl)^^ 



(8) 



waardoor het vraagstuk is opgelost. 

6. Het spreekt van zelf, dat, wanneer bet lichaam in het ophang- 
punt gelegd wordt, er ondersteld wordt, dat het zal gaan bewegen. 

Daartoe moet (p<a, oï f<— oï 8'-mf>0 wezen. In dit geval 

alleen is dan ook (8) geldig, wat trouwens blijkt uit de voorwaar- 
den voor de bestaanbaarheid van den wortelvorm. 

7. De integratien kunnen uitgevoerd worden, als wrijving en 
weerstand van lucht buiten rekening worden gelaten. De integralen 



202 



worden dan elliptische , en de tijd 2 T drukt dan uit den schommeltijd 
van den slinger langs de kettinglijn. 
De formule (8) wordt dan 

Wordt hierin w* +«* door y* vervangen, dan komt er 

T=z.\J — ƒ" * yj> 

V 3^X V-(y-yo)(y-»*){y+'^)' 
waarin y^ diQ ordinaat van het ophangpunt is. 
De normaalvorm wordt verkregen, als 

= 5m' d) en ^-^^ — = v> , 

worden gesteld. Alsdan komt er 

T—J ^ r* y.-(y.-«»)s«««(p 
Vy(y« + »«Ho Vi-v»5»»'(ï) 

of, wanneer 
gesteld worden, 



of ook 



'=v/^S^)("^-""-»'^^)' 



Voor zeer kleine schommelingen kunnen X en -gf ieder gelijk gesteld 
worden aan -, terwijl voor y© <ian m genomen kan worden, zoodat 
de schommeltijd dan is 

22" = Ty/^ (10) 



IETS OVER HET AANTAL CIJFERS IN 

REPETENDÜM8, 



DOOR 



A. J. n. BROGTROP. 



Bij de herleiding van onvereenvoudigbare gewone breuken tot zuiver 
repeteerende tiendeelige breuken onderscheiden wij de volgende ge- 
vallen. 

1®. De noemer is een priemgetal; 2®. de noemer is een product 
van verschillende priemgetallen ; 3*. de noemer is eene macht van 
een priemgetal; 4*. de noemer is het product van verschillende en 
van gelijke priemfactoren. 

Volgens het theorema van Fbrmat is het aantal cijfers van 't repe- 
tendum in het eerste geval hoogstens gelijk aan dat priemgetal 
min éen. 

Bij de andere gevallen blijf ik eenige oogenblikken stilstaan. 

Het aantal cijfers in 't repetendum is even groot als het aantal 
negens, waarmee het kleinste getal geschreven wordt, dat door den 
noemer deelbaar is. De noemer verkeere dan in een der drie laatste 
gevallen. 

Was de noemer het product van 7 en 17, dan zou dat aantal 
negens verdeeld moeten kunnen worden in groepen van 6 en van 
16 negens, omdat een getal van zes negens door zeven, en een 
getal van zestien negens door zeventien deelbaar is. 

Dat aantal negens, door 6 en door 16 deelbaar moetende wezen, 
zal dus (hoogstens) gelijk aan het kleinste gemeene veelvoud van 
6 en 16 zijn en derhalve 48 bedragen. 

Namen wij voor de factoren des noemers 11 en 18, dan zou het 
aantal cijfers van het repetendum kleiner zijn dan het kleinste ge- 
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meene veelvoud van 10 en 12, maar het zou gelijk aan dat van 
2 en 6 wezen, het zou 6 bedragen, aangezien een noemer 11 twee 
en een noemer 13 zes cijfers in 't repetendum oplevert. 

Was de noemer eene macht van een priémgetal, bijvoorbeeld 7*, 
dan zal het repetendum weer uit zooveel cijfers bestaan, als het 
aantal negens bedraagt, waarmee het kleinste getal geschreven wordt, 
dat door 7* deelbaar is. Dat getal door 7 deelbaar zijnde moet 
verdeeld kunnen worden in vakken van zes negens. 

Waren er twee groepen van zes negens, hadden wij 999999/999999, 
dan konden wij dat getal beschouwen als 1000001x999999. 
1000000 laat bij deeling door 7 éen tot rest, 1000001 derhalve 
twee. Waren er drie vakken van zes negens geweest, dan hadden 
wij achter die twee nog vijf nullen en een „1" gekregen, en daar 
éen millioen éeriy zal twee millioen twee tot rest overlaten bij deeling 
door 7 en de vermenigvuldiger van 999999 , op boven verklaarde 
wijze verkregen, zou dus drie tot rest hebben overgelaten. Met 
elke groep van zes negens krijgen wij telkens 1 meer tot rest, 
zoodat wij besluiten kunnen , dat door het nemen van zeven vakken 
van zes negens de vermenigvuldiger van 999999 een zevenvoud zijn 
zal. Een getal van 7x6 negens zal derhalve door 49 of 7 * deelbaar 
zijn. Een getal van 7x7x6 negens zal evenzoo deelbaar blijken 
te zijn door 7 ' , enz. , zoodat in het algemeen een getal door een 
macht van 7 zal deelbaar wezen , als het met zooveel negens geschre- 
ven wordt, als het zesvoMÖ. van de macht van zeven bedraagt, die 
éen factor minder telt. 

De bedoelde gewone breuk met 7* tot noemer zal dan ook een 
repetendum opleveren van 6x7 cijfers, een gewone breuk met 17' 
tot noemer zal een repetendum opleveren van 16x17* cijfers (hoog- 
stens), enz. 

Deze afleiding van den bekenden regel is nieuw en meer elemen- 
tair dan die met behulp van het binomium. 

Mocht de noemer der onvereen voudigbare gewone breuk in het 
laatste geval verkeeren, bijv. 3'x7*Xll zijn, dan zeggen wij: het 
repetendum zou voor een noemer 8' of 3 X 9 uit 3x1 cijfer of 3 cijfers 
bestaan; voor een noemer 7* zou het uit 7X6 cijfers of 42 cijfers 
bestaan; voor een noemer 11 zou het 2 cijfers hebben, zoodat voor 
den noemer 3' X 7* X 11 het repetendum uit zooveel cijfers zal 
bestaan als het kleinste gemeene veelvoud der getallen 3, 42 en 2 
bedraagt, dat is uit 42 cijfers. 



EEN WOORD OVER DE OMHULLENDE VAN EEN 
STELSEL KROMME LIJNEN, 



DOOR 



CORNEILLE L. LANDRÉ. 



De dissertatie van den Heer Mounieb (Meetkundige Beèchoutoiiig 
van de Methode van LagbaKge ter bepaling van de afzonderl^ke 
oplossingen van differentiaalvergelijkingen), waarin ik veel schoons vind, 
en waarin met name de behandeling der omhullenden als soorten van 
trjajectoriën m^' uitstekend bevalt, geeft mij aanleiding een punt nog 
eens ter sprake te brengen. 

De omhullende van het stelsel krommen JP(a;, y, c) =. O, 

waarin c een veranderlijke parameter is, wordt gevonden , door c te eli- 

dF 
mineeren tusschen jP = O en — = 0. Hierbij doet zich echter een 

geval voor, dat eenige moeielijkheid schijnt op te leveren, namelijk 
als de vergelijking ten opzichte van c is opgelost, en dus is van den 
vorm /(a?, y)-=:c, oï Fz=zf{x, |/) — c = 0; het spreekt toch wel van 

dF 

zelf, dat hier -y- =0 niets anders dan een ongerijmdheid is. Het 

ac 

is nu de vraag, of de kromme, door de vergelijking voorgesteld, geen 

omhullende hebben kan; dan wel, of er langs anderen weg naar 

moet gezocht worden. Het is dit punt, waaromtrent ik het met den 

Heer Mounieb niet geheel eens ben, dat ik hier, zoo niet in zijn 

gausche algemeenheid, dan toch voor een paar zich veel voordoende 

gevallen wensch te bespreken. 

Als in de vergelijking f(x, g) = c, f een ondubbelzinnige functie 

aanduidt, dat wil zeggen zulk een functie, welke voor een bepaalde 

waarde van x eu g slechts één waarde heeft; dan zal, als men c een 

verandering doet ondergaan , en dus verkrijgt f(x , g) i= c', er een 
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nieuwe kromme ontstaan, welke de door de oorspronkelyke vergelijking 
voorgestelde in het algemeen niet snijdt; immers ƒ Z3 c en /z=c' 
z\jn twee str^dige vergelijkingen. Dit blijft waar, hoe klein ook het 
verschil der e's moge zijn; dat is, twee naburige krommen f{x,if)=.c 
en f{x, y) = c-f (fc snijden elkander niet, en er is dus geeii 
omhullende. 

/(a?, y) = c en /(a?, y) = c' zijn evenwel niet in strijd, als 
ƒ (^9 y) onbepaald wordt; maar dat kan niet plaats hebben, dan 
voor één of meer stellen waarden van x en y, en wel onafhankelijk 
van c, In dat geval hebben derhalve alle krommen begrepen in de 
vergelijking ƒ (ar, y) ziz c één of meer punten gemeen; ƒ (o?, y) := c 
en ƒ (a?, y) = c + rfc hebben diezelfde punten gemeen, en er is geen 
sprake van een meetkundige plaats der snijpunten van naburige 
krommen. 

Met het oog hierop is wellicht een afzonderlijk onderzoek niet 
overbodig van het geval, dat fznc zich voordoet in den vorm 

. , * , =c; deze kromme en - ' ^ {zzzc' snijden elkander in 

de reëele of imaginaire snijpunten van <^(a?, y) = O en 4/(ar, y) = 0; 

en in de snijpunten van -— r = O en -r-, r z= 0. Al de 

<P{x, y) ^(x, y) 

0(x, y) 
krommen van het stelsel rz — —x = c gaan door die punten , en er 

is dus geen omhullende. 

Schrijft men de vergelijking in den vorm 

0(9, y)-c^{x, y) = 0, 

dF 
dan zou -j- = O , als omhullende doen vermoeden \^ (ar , y ) = O , 

welk vermoeden echter niet bevestigd wordt; zooals dan ook aan 

dezen vorm terstond zichtbaar is; want 4/(a?, y) = O voert tevens 

tot c/>(a?, y)=:0; of \^(ic, y) = O snijdt al de krommen van het 

stelsel in de snijpunten van \Ka?, y) rr O en 0(x, y) z=: O , en in 

geen andere. 

a;i -L «« — «J 

Als voorbeeld neme men de vergelijking • = 2 c , 

x+y 

zijnde bij rechthoekige coördinaten een stelsel cirkels, allen gaande 

door de beide sni^'punten van den cirkel ay*+y'— fl* = en de 

dF 
rechte lijn a:-)-y = 0; — =0 toegepast op a?' -f y* "" ^* "" 

wC 

— 2 c (x + y) 2= O geeft dus geen omhullende. 
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/v^s «4* tt^ 
Zoo stelt de vergelijking —^ =i 8 c een stelsel cirkels voor , 

welke allen elkander raken in den oorsprong, zoodat ook hier geen 
omliullende bestaan kan. 

Tot hiertoe is van de vergelijking f(x, y) = c gesproken, als ƒ 
een ondubbelzinnige functie is van x; maar de zaak verandert, als 
ƒ dubbel- of meerzinnig is. Het is van belang, de oorzaak daarvan 
na te gaan. Het volgende voorbeeld zal daartoe wel geschikt zijn. 

De cirkels (a? — c)* +y* =*•*, waarin c de veranderlijke parameter 

is, hebben tot omhullende de twee rechte lijnen y^=^±ry zooals 

dF 
geleverd wordt door --r- = 0; hetgeen daardoor wordt bevestigd, 

ac 

dat beide rechte lijnen raaklijnen zijn van al de cirkels. 

Lost men intusschen de vergelijking op ten opzichte van c, zoodat 

— — — dJF 

men verkrijgt o?— V^^'^y*^^» zoo is het kenmerk — ~ = O tot 

ac 

het vinden van de omhullende niet meer van toepassing. 

De reden hiervan is eenvoudig: de meetkundige plaats door de 
laatste vergelijking voorgesteld heeft inderdaad geen omhullende, als 
men de wortelgrootheid haar teeken laat behouden. 

ar— V'"* ""y* =c en j?— \/r- — y* =r c' snijden elkander niet; 

evenmin heeft dit plaats met x— \ r^ — y^ =(? en a;— V^*-~y* = 
=zc + de, 

a? — yr*— y*=c w (altijd als de wortelgrootheid haar teeken 
behoudt) niet de vergelijking van een cirkel; maar van een halven 
cirkel ^ en wel van die helft, welke aan den rechterkant ligt van de 
middellijn evenwydig met de ordinaten-as, als men de positieve 
richting van de a;-as van links naar rechts neemt. Daarentegen 

wordt de linkerhelft van den cirkel voorgesteld door a;-|-V/** — y*=c. 

Daarentegen snijden elkander de linkerhelft van den eenen cirkel 

en de rechterhelft van den ander, mits de afstand der middelpunten 

niet te groot zij. x — \]r^^y^z=.cQVLx-\- \/r* — y* = c' geven 

de twee snijpunten aj = ^ (c -|- c') , y = ± V ^' ~* i (<?' ~ ^)* > welke 
waarden van g bestaanbaar zijn, zoolang de afstand der middelpunten 
(c' — c)<2r is. 

Die ligging der snijpunten van twee zulke cirkels laat zich boven- 
dien uit de vergelijkingen opmaken, geschreven in den vorm 
{x - c)2 + y * z= /•« , {x- cy + y* = r* . 

Door g te elimineeren verkrijgt men (x — c)* =: (a? — c')* , waarin 
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men, om voor c een eindige waarde te vinden, genoodzaakt is te 
nemen a? — c = — ar-fc'; rr — c wijst nu op een punt rechts van 
het middelpunt des eenen cirkels, c' — x op een punt links van het 
middelpunt des anderen cirkels. 

Intusschen ook door c op te lossen, kan men de omhullende van 
de cirkels vinden, mits men bij de beschouwing der naburige krom- 
men, de wortelgrootheid met verschillende teekens neme. 

Wij schrijven de vergelijking der eene kromme x — \' r- —y^ z=zc, 

die van de naburige x + \/ r* --y^ ==.c '\- de, dan vindt men voor 

nadert nu de tot nul, dan naderen deze coördinaten tot x=.c, 
y = ± /• , zijnde dus de coördinaten der twee snijpunten van twee 
onmiddellijk naburige cirkels; de twee evenwijdige lijnen y :== ± ^ 
vormen dus de omhullende van het stelsel cirkels. 

Dordrecht, 1878. 
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Door middel van de herleidingsformulen 

waarin het aantal der grootheden p respectieve , minstens twee , drie 
en vier moet zijn, vindt men achtereenvolgens 
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(a + 5 - c)* + (ö ~ i + c)*— (— a + 5 4" c)* =(«4-^ + c)ï — 8 5c, en nog twee. 
(a + 5-c)H(«-* + c)H(-« + * + c)'=(« + 54c)3-24a5c, 

en nog twee. 
{a + b-cy+(a-lf + cy-{(-a + b + cy+(a + b + cy = 

(a4 5-c)*+(a-54c)*4(-« + ^ + ö)*-(a + ^4c)* = 
= (a«4**-4tf5)»4(a«+c*-4ac)* + (i*4<ï'--4*c)*- 

-6(a*4flc45c)»-12a5c(a45 4c), 

-(a45-c)T4-(a-5 4c)*4(-« + ^4c)*4-(fl4-5 4c)* = 

= (a» +b^ -4a/>)* +(a» 4c* 4 4ac)* 4-(5^ 4-c* +45c)* - 
— 6(fld— ac— 5c)* +12a5c(a4"^~^)ï en nog twee, 

~(«45-c)*-(fl-54c)»4(-fl45 + c)*4(ö45 4c)* = 
=il65c(3fl*4"** + ^')> e^ ï^og twee. 

(«45 fc-^^-+(a45-c4rf)*4-(a'-5 + c + ^)*4.(-a + 5 + c-e?J* = 

=z4(a* + 5*+c*+é?2), 

(ö + ^ + c-^)' 4(«45-c4<?)>+(a-54c4i)2 4.(a4.5 4c4.é?)* = 

= 4(ö* 4^* +^' + ^*) + 4^(^ + <^ + ^» en nog drie, 

(«-|.i + c-</)-4(«4 5~c4^)^4(«-54.c4<^)*-(-a4-54c4^)' = 

= 2(a454c4(f)*- 8(5c45^4^^)> en nog drie, 

(a4 5 4c-^|2 4(a45--c4 <f)H(«-* + c4<^)^~(« + * + c + ^)* = 
— 2(a'- 4* 4-c*4^*)— 4(5c + d^4c^, en nog drie, 

{a + b-\-c-d)'^-\-(a + b'-c + d)^-{a-b-\-c + d)^-{-a + b + c + d)^ = 

= S(ab^cd), en nog twee, 

-(fl45 4c-(?)*-(a45-c4-eO*4-(«-* + c4^)*+(« + * + <? + ^)' = 

= 4a(— 54-c4dl)+8ce?, en nog vijf. 

(«45 4c-(f)»4(ö4^-c4^)' + («-* + ^ + ^'+(-« + ^ + c4^' = 
= 2Ca4i4c4(?j3«;24(fl55c + o5e?4-fl5Céf4-5c(?), 
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= 4a* + 12a(di+c*+^*)-245c(?, en nog drie, 

=z2a^ + Qaib^+c'*^i'd^)-U(abc + abd^acd-\-2bcd)y en nog drie, 

{a-\-b'{'C-dy+{a + b-c-\-d)^-{a' b + c + d)^ -{-a + b-\-c + dy =. 
=:2{a-\'b-e-dy +24iab{c^d)-24>cd{a-\-b), en nog vijf, 

(a'\-b-\-c-dy+{a + b''C + d)^''{a-b + c + d)^-{a-fb + C'\'d)^z=i 
z=i2{b-C''d)^ + 6a*{b''C-d)-Ucd{2a + b), en nog vijf. 

(a + 5 + c-e^* + (a + 5-<? + e?)*+(a-5 + ö + (f)*4-(-a+5 + c+e?)* = 

= 4(a* + 5 » + c* 4 d'')-96abcd-\-24 ' M« 4 «* c* 4-a' rf» + 

+ d»c*4-5*e?*4.c*^0 = 4{6, 4i*+c«+e?»)*4. 

^^{ab-cdy ^Y^iac-bdy- \\^{ad'-bcY , 

{a\b\c-dY\{a\b-c\dY\{a-b\c\dy\(a\b\c\dYz=z 

z=z^a\b\c\d)\^a[b\c\d)^-^^abcd'\' 

4. 24(a* b^ 4 a* c» 4 a* rf* 4-^« c» 4. ó* e?^ 4.0» ^-) + 

{a\b\c-dY\{a,'\-b-'e\dY\(a-b\c\d)''-{-a\b\c\d)'' = 

z=l^a\b\c\dY-'\^{a'\b^^ro''\d'){bc\bd\cd)'' 
-32dc(«*4-rf»)-32^^(a4c)*-32c(f(a + i)»432adc^, en nog drie, 

{a\b\c-dy\{a\b-c\ê)''\[a''b\c\ê)''-{a\b\c\d\'z=2. 

^^a-'^b^ \c^ \d^y -^{a^ \b^ \c^ \d^){bc\bd\cd)\ 

+ 8(a* ó* +a» c» 4.a2 e?'- + ó* c^ + A* rf* 4.C» e?*)-16c^(a4 d)» - 

^\^bd[a\cY -'\^bc[a\dY ^ en nog drie, 

z=16c(?{3ö» + 3ó* +(j* +(;»)«16«3(fl» +32+3c* + 3(/»)> en nog vijf, 

-(a + d + (?-éf)»-(fl4-ó-c + e?)*4(«-* + £? + £Q«+(a + A + c+0* = 

= 8(a«+ó*+c»+^i)(-ad + ac + ae?+2c6?)-16a^c«?- 

- l^ahXc-dY 4 16ac(ó-^)« + 16a^(ó-c)* + 32ö^(a + ly = 

= Sa{-b + ei- dy + Sa^ {--b + c + d)^ 4:Scd{a + by + 

+ 16c<3?(c* +É?*), en nog drie. 
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De bewegingsyergelijkingen van een stelsel stoffelijke punten, wier 
voorwaardeyérgelijkingen niet van den tijd afhangen, hebben een 
integraal van den vorm 

T+FzzzU, (1) 

indien de krachten, die- op het stelsel werken, functiën zijn der 
coördinaten en aan de volgende voorwaarde gebonden zijn 

Z{Xdx+Fdif + Zdz)=i'^dF (2) 

In deze formulen beteekent T de levende kracht van het stelsel; 
X, J' en Z zijn de ontbondenen der kracht, die op een punt van 
het lichaam aangrijpt , welks coördinaten in een onbewegelijk stelsel 
X, y, z worden genoemd; dx, dy en dz zijn de veranderingen dier 
coördinaten in een tijdselement dt. De functie — V wordt kracht- 
functie genoemd, en E eene standvastige grootheid, de energie. Ver- 
gelijking (1) drukt dus het beginsel van 't behoud der energie uit,, 
en leert o. a., dat bij een stelsel, voor hetwelk dit beginsel geldt, 
gedurende een cirkelproces geene levende kracht gewonnen of verloren 
wordt. Wanneer V als functie van de coördinaten gegeven, is, 
kunnen uit (2) de waarden der krach tontbondenen in elk punt van 
het lichaam afgeleid worden. Men vindt voor de ontbondenen der 
kracht, die op eenig punt (jr«, y„, z^ werken, de waarden 



IJit deze vergelijkingen ?olgt nog, dat als er alleen krachten werken 
Tolgens de verbindingslijn van elk paar deeltjes, die twee aan twee 
gelijk en tegengesteld zijn, er alleen eene functie V bestaat, indien 
de gegeven krachten afhangen van den onderlingen afstand der 
deeltjes, tusschen welke zij werken. 

Men heeft getracht, om enkele natuurverschijnselen te verklaren 
uit krachten, die niet alleen afhangen van den onderlingen afstand 
der stoffelijke punten van het stelsel, maar ook van hunne beweging. 
Zal voor zulk een stelsel het beginsel van het behoud der energie 
gelden , dan moeten de bewegingsvergelijkingen eene integraal hebben 
van soortgelijken vorm als in vergelijking (1) is voorgesteld. Eene 
functie F, door de vergelijking (2) bepaald, zal in dit geval, behalve 
van de coördinaten, ook afhangen van hunne differentiaalquotiënten 
naar den tijd. 

Indien zulk eene functie gegeven is, dan kunnen er de kracht- 
ontbondenen in eenig punt van het stelsel niet uit berekend worden 
op de boven beschreven wijze. Nu heeft echter Schering ') eene 
nieuwe bepaling gegeven der krachtfunctie, waaruit in elk geval de 
krachtontbondenen in een willekeurig punt van het lichaam kunnen 
worden afgeleid, en die met de bovengenoemde functie V overeen- 
stemt , indien de krachten onafhankelijk zijn van de beweging harer 
aangrijpingspunten. Indien er zulk eene ScHBBiNG'sche krachtfunctie 
bestaat, dan nemen de bewegingsvergelijkingen altijd eene zeer een- 
voudige gedaante aan, en leveren eene integraal, die het beginsel 

^ ^ . b . » ;. 

van het behoud der energie uitdrukt. 

In de volgende bladzijden zullen kortelijk de voornaamste mecha- 
nische beginselen besproken worden voor krachten, die van de be- 
weging der deeltjes, op welke zij werken, afhankelijk zijn, en die 
eene ScuEBiNG'sche krachtfunctie hebben. 

Meer uitvoerig alleen zal gehandeld worden over het beginsel van 
het behoud der energie. Dit beginsel heeft namelijk in de laatste 
jaren aanleiding gegeven tot beschouwingen van Helmholtz, Webeb 
en eenige andere natuurkundigen, die met elkaar in strijd zijn. Er 
zijn nieuwe physische grondbeginselen uitgesproken, die, zooals 
blijken zal , hoewel zij onder denzelfden naam voorkomen , eene geheel 
andere beteekenis hebben dan 't gewone beginsel van 't behoud der 
energie, zoodat licht verwarring zou kunnen ontstaan. 



') HamiHon'JaeoHsehe Theorie der Kraftey deren Maasz von der Bewegung 
der Kórper abhangt; Abhandl. der Göttinger Ges. der Wissensch. 1878. 



Nemen wij als uitgangspunt de symbolische bewegingsvergelijking 
^{{X'-mx")^x-\'{r-mif'')$y^(Z-mz'')^z] =0 . .(4) 

Hierin zijn a?", y" e'^ de tweede differentiaalquotienten yan eenig 
punt van het stelsel naar den tijd, m is de massa van dit punt, 
5 a?, 5y, $g zijn oneindig kleine virtueele verschuivingen, die aan 
de voorwaardevergelij kingen voldoen. In deze bewegingsvergelijking 
is niets bijzonders ondersteld, noch omtrent de krachten, noch om- 
trent den aard der voorwaarde vergelijkingen, waaraan het stelsel 
gebonden is. Zij is zoo algemeen mogelijk. Men kan haar in de 
volgende gedaante brengen 

d 
Nu is echter 

Zoodat men zal vinden 

Stellen wij nu, even als Schering gedaan heeft, 

'z[xix\riy^zis)=djr''ir, (5) 

waarin het teeken d den totalen differentiaal naar den t\jd beteekent , 
en het teeken 5 de variatie. In het algemeen kunnen de krachten, 
en ook de fiinctiën V en W^ afhangen van de coördinaten der punten 
van het stelsel, van hunne differentiaalquotiënten, van den tijd, en 
van grootheden, die gedurende de beweging van het stelsel stand- 
vastig zijn, maar bij eene bepaalde wijziging der beweging kunnen 
veranderen. Dit laatste is b. v. het geval bij de theorie der beweging 
van gasvormige lichamen, die zich in een vat bevinden, dat aan 
eene verandering van volumen en drukking onderhevig is. Nu 
kan de functie W zoodanig bepaald worden, dat uit het tweede 
lid van vergelijking (5) de variatiën der snelheidsontbondenen ver- 
dwijnen. Wij nemen namelijk aan , dat in F en W alleen de eer- 
ste differentiaalquotiënten der coördinaten naar den tijd voorkomen. 
Stellen wij 

1* 
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waarin W^ , W^ en W^ functiën zijn van dezelfde grootheden als 

V, Nu is 

+ ^-^a;'5y+ . . . . + ^ «'S2+ r, S«' + r, 5y'+ 
dip da? 

J_jr 5,'u ^'^^ ,"}f. -J-^^*."5„ -L^'^»ir"X^'\ 

-f- //^ 3 g g ~|- ^ g öa? . . , . -| — ^— r^F dy....-| — ^-r ^p ozu 

c X ex ox .' 

Laat men in F alleen de coördinaten en hunne differentiaal- 
quotiënten varieëren, dan wordt 

Om dus aan de gestelde opgave te voldoen, moeten de volgende 
betrekkingen gelden 

r,-ir=„. r.-i?-o, r.-t^=o. 

dx oy o z 

Hierdoor wordt in het tweede lid van (6) alles in ééne functie 
V uitgedrukt, Zij verandert in de volgende 

Naar aanleiding dezer vergelijking moeten een paar opmerkingen 
gemaakt worden. Indien vooreerst de krachten alleen van de coör- 
dinaten der punten van 't stelsel afhangen, gaat zij over in 

of, indien voor de willekeurige beweging de natuurlijke in de plaats 
worde gesteld, en dus de variatiën der coördinaten in hunne differen- 
tialen naar den tijd veranderen, komt men tot de vergelijking (2) 
terug. Indien daarentegen voor V eene homogene functie van den 
tweeden graad ten opzichte van x\ y\ z' enz. worde gesteld, en 
eveneens de natuurlijke beweging worde beschouwd, dan vindt jnen 
achtereenvolgens uit (6) 



Als er eene ScHERiNG'sche krachtfunctie is, die uit de som van 
twee deelen bestaat, waarvan de eerste onafhankelijk is van de snel- 
heden der deeltjes, en de tweede eene homogene functie van den 
tweeden graad , zoodat F:=zFq'\- F^, dan wordt volgens het ge- 
vondene 

s(iraj' + ry'+z«') = -^(r,-r,) (8) 

In elk geval kunnen uit (6), indien F een bekende functie van 
de coördinaten en hunne eerste differentiaalquotienten naar den tijd 
is, de krachtontbondenen in een punt a?^, y^ , z„ van 'i stelsel 
"worden afgeleid. Zij worden namelijk 

X =— ~— — 

' d ^F }^r . 

Ym = — — > ^ . (9) 

Ook ziet men gemakkelijk in, dat wanneer de krachten alleen van 
de betrekkelijke coördinaten (a?,— a?) =5i , yi~y = »Ji» ^1""^ = ?»» 
en hunne differentiaalquotienten afhankelijk zijn, voor de vergelijking 
(6) kan geschreven worden 

Zij b. V. gegeven 

als de krachtfunctie van twee deeltjes, welker afstand ?' is, terwijl 
e, e' en c standvastigen zijn, dan zal 



J = 2-j-— l-j^ 1—5-, 



Dit zijn de ontbondenen der kracht, welke volgens de onderstel- 
ling van RiEMANN twee electriciteitsdeeltjes , welke zich ten opzichte 



vaQ elkaar bewegea, op elkander uitoefenen, wanneer e en e' hunne 
electrische dichtheden voorstellen, en e de beteekenis eener bepaalde 
standyastige snelheid heeft. De functie F, uit welke ze hier zijn 
a^eleid, komt echter niet yolkomen overeen met die, welke door 
EiEMANN als de potentiaal dezer krachten werd aangemerkt, maar 
waaruit ze niet onmiddellijk te bepalen zyn. Eiemann vond deze 
krachten uit de functie 

daarbij als grondslag aannemende de bewegingsvergelijking 

Deze formule is namelijk de voorwaarde voor de vergelijking 
T— F", — ^0 = standvastig, zooals door uitvoering der variatie be- 
wezen wordt. De vergelijking voor de beweging, gedurende een 
eindigen tijd, tusschen twee vaste liggingen van het stelsel, wordt 
dus gebezigd, om de krachtontbondenen in een tijdselement te be- 
palen. Men komt tot dezelfde bewegingsvergelijking als Biemann, 
maar van veel algemeener beteekenis, indien men eene ScHEBiNo'sche 
krachtfunctie aanneemt. Want terwijl Eiemakn zijne bewegingsver- 
gelijking alleen bewijzen kan voor het geval, dat F^ eene homogene 
functie van den tweeden graad der coördinaten is, geldt, gelijk we 
zien zullen, zulk eene vergelgking steeds, wanneer de krachtontbon- 
denen aan de voorwaarde, uitgedrukt in (6), voldoen. 

Brengen wij nu de krachtfunctie over in de vergelijking (4), of in 
degene, die er onmiddellijk uit afgeleid is, dan geldt voor de bewe- 
ging van het stelsel in eenig tijdselement de vergelijking 

(10) 
Vermenigvuldigt men deze vergelgking met dt^ integreert men 
haar vervolgens tusschen twee bepaalde tijdstippen t^ en ^ , , en on- 
derstelt men, dat de variatiên der coördinaten op deze tijdstippen 
verdwijnen, dan vindt men de bekende HAHiLTON'sche integraal 



«/'o 



(11) 



Dit is dezel£ie vergelgking, die Biemann ten grondslag nam, 
maar zonder de beperkende onderstelling, dat F eene homogene 
functie van den tweeden graad der snelheidsontbondenen moet be- 
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vatten. Zooals meermalen bewezen is, zie o. a. Schekikg, verande- 
ren deze vergelijkingen niet van gedaante, wanneer in plaats van de 
rechthoekige coördinaten, willekeurige coördinaten ^i 5'j . . . ^, worden 
ingevoerd. !Neemt men b. v. deze coördinaten zoodanig aan, dat 
door hare invoering in de voorwaardevergelijkingen, deze identiek 
worden; dan vindt men uit (11) op de gewone wijze, indien weder 
even als boven, de variatie beschouwd wordt bIé eene oneindig kleine 
afwijking der coördinaten van de natuurlijke beweging, tusschen twee 

vaste liggingen van het stelsel, en indien kortheidshalve — ^ -, — ~=-p 

gesteld worde, vergelijkingen van den vorm 

(T^V)dt door ^ voor, en vor- 

men wij de variatie van deze integraal in de onderstelling, dat zoo- 
wel de coördinaten als de grootheden c en de tijd varieëren. Men 
vindt dan 



(1 



zynde j9j tn q^ de waarde dezer grootheden voor ^ = ^o ^^ Pi eu 
q^ de waarden dezer zelfde grootheden voor tz=.ti. 

Voor de natuurlijke beweging van het stelsel gelden steeds in elk 
tijdselement de vergelijkingen (11), zoodat vergelijking (12) in de 
volgende verandert 

Sr=2/,.5?.-2/,.S^,-r (^slTsc^d^ + ^^S/. (13) 

'o 

Door integratie van de bewegingsvergelijkingen (11) worden 2» 
willekeurige standvastigen ingevoerd. Deze kunnen worden uitge- 
drukt als functiën der coördinaten voor t=:t^ en.t-=:t^, In laatst- 
genoemde vergelijking kan men dus W beschouwen als fnnctie van 
de aanvangs- en eindcoördinaten , de grootheden c en den tijd. Men 
heeft dientengevolge 
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dt "■ ^t "^ ^i di' 

c^i^ ~ dt ^j dt^ 

of ^^^T—r—'Lpq'. 

Men verkrijgt nu de algemeene bewegingsvergelijkiDg 

'o 

Indien men aanneemt, dat in de krachtfanctie en in de voorwaarde- 
vergelijkingen de t^'d niet expliciet voorkomt, dan kan men gemak- 
kelijk een integraal vinden van de bewegingsvergelijkingen (11). Ver- 
menigvuldigt men namelijk deze vergelijkingen met ^, en sommeert 
men vervolgens over alle punten van het stelsel, dan komt er 



of 



z|,„.-.„-.-.?<^), = 0. 



Dit geeft de integraal 

'S:pq'-T^F=E (15) 

Deze vergelijking heeft bij krachten, die van de beweging afhan- 
gen, geheel dezelfde beteekenis als onze vergelijking (1); zij drukt 
namelijk uit, dat bij een cirkelproces de levende kracht van het 
stelsel niet verandert. Wij zullen dus ook hier de standvastige 
grootheid E de energie van het stelsel noemen. 

Door de substitutie van vergelijking (15) in (14), gaat laatstge- 
noemde in de volgende over 

Sr= Sp, 5^,-2/,, 5^0 _r (^T.y^-^e)dt — Eit . (16) 

' o 

Eene soortgelijke formule is door Hamilton gegeven, met dit on- 
derscheid, dat de grootheden c hier in aanmerking genomen zqn, en 
dat de grootheden p hier eene eenigszins andere gedaante hebben. 
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omdat de krachten van de beweging afhangen. Terwijl bij Hamilton 

i? =--5 is hier, gelijk wij zagen, j» == -—-; — -; dat zij dezelfde 

physische beteekenis hebben, namelijk de componenten der hoeveel- 
heid beweging van het stelsel in het tijdselement dt, is gemakkelijk 
na te gaan '). 

Wij keeren nu terug tot de vergelijking (15), die het beginsel 
van het behoud der energie uitdrukt. Wanneer F eene homogene 
functie van den tweeden graad der algemeene enelheidscomponenten 
q' is, dan vindt men 

2^^' = 2(r-r), 

en dan gaat de vergelijking (15) in de volgende over 

T-F^E (17) 

Bestaat de functie F uit de som van twee deelen, van welke de 
eerste Fq alleen van de coördinaten afhangt, en de tweede F", op 
de zooeven beschreven wijze afhankelijk is van de snelheidsontbon- 
denen, dan wordt het beginsel van 't behoud der energie in de ge- 
daante gegeven 

T-\-F,^F^=E . (18) 

Er is in den aanvang al meegedeeld, dat tot verklaring van de 
electrische bewegingsverschijnselen, elementaire krachten zijn aange- 
nomen, welke van de beweging der electriciteitsdeeltjes afhangen. 
Eene eerste voorwaarde , aan welke dergelijke krachten moeten voldoen, 
is, dat zij in overeenstemming zijn met het beginsel van het behoud 
der energie, daar dit beginsel zoowel bij de electrische als andere 
natuurverschijnselen door de waarnemingen bevestigd werd. De meest 
bekende vorm de^ kracht, tot dit doel dienende, werd voorgesteld 
door W. Webeb. Zij is 

^ = ^{l-^(''*-2'-0}. (19) 

in welke e en e dezelfde beteekenis hebben als boven, terwijl c eene 
standvastige beteekent, en waarbij eene positieve waarde van e en e' 
afstooting te kennen geeft. De ScHERiNG*8che krachtfunctie voor 
deze kracht zal wezen 



='^('+^4 



^) Thomson and Tait, Ubersetzang von Dr. Helmholtz und G, Werthïim, 
T, pag. 262, enz. 
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En daar de eenige veranderlijke grootheden in deze formule r en 
haar differentiaal-quotiënt naar den tijd zijn, geldt voor de WEBBB'sche 
krachten 't beginsel der energie in den vorm (18), zoo daarin 

B^ bc' 

Vq-=i — en V^=. — j r' * worden genomen. Uit de formule Yoor 

R is het duidelijk, dat deeltjes, die zich bewegen onder de werking 
▼an dergelijke krachten, zullen voldoen aan het beginsel van het 
behoud van 't zwaartepunt. Neemt men dus een enkel paar deeltjes 
met de massa's m eü m! aan, dan kan, volgens eene zeer bekende 
herleiding het beginsel der energie ook in de volgende gedaante 
worden gebracht 

^^,(,'_,). + li'{i_JL,'«U^ (20) 

In deze formule zijn v en v' de snelheden der beide deeltjes, 
terwijl E hier eene eenigszins andere beteekenis heeft als boven; 
men kan haar in dit geval den naam van betrekkelijke energie geven. 
Uit deze vergelijking zijn door verschillende geleerden zeer tegen- 
strijdige besluiten getrokken. Webee heeft in eene verhandeling: 
„das Princip von der Erhaltung der Energie" uit deze vergelijking 
een nieuw beginsel afgeleid, hetwelk door hem het beginsel van het 
behoud der energie in meer uitgebreiden zin werd genoemd. Helm- 
HOLTZ daarentegen, heeft getracht, om uit dezelfde vergelijking aan 
te toonen, dat de krachten van Webeh slechts schijnbaar met het 
beginsel van het behoud der energie in overeenstemming z^'n, dewijl 
zij niet voldoen aan een principe, dat door hem voor het eerst werd 
uitgesproken. Er heerscht op dit punt dus verwarring, die hoofd- 
zakeKjk is toe te schrijven aan de verschillende zaken, die met den- 
zelfden naam zijn aangeduid. 

Wat vooreerst het nieuwe beginsel van Webee betreft, dit ont- 
leende zijn oorsprong hoofdzakelijk aan de volgende beschouwingen. 
Bij krachten, die alleen van den ouderlingen afstand der deeltjes, 
tusschen welke zij werken, afhangen en niet van de snelheden, geldt 
het meergenoemde beginsel slechts dan, wanneer de deeltjes een 
afgezonderd stelsel vormen. Worden z\j een tijd lang aan de werking 
van uitwendige krachten onderworpen, en vervolgens weder afgezonderd, 
dan zal de standvastige grootheid E zijn toe- of afgenomen. B^* 
krachten, die van de beweging afhankelijk zijn, kan men a priori 
niet zeggen, dat hetzelfde moet gelden; dan toch hangt de kracht- 
functie af van de betrekkelijke snelheid; zij verandert dus tegelijker 
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tijd met de betrekkelijke levende kracht, en het zou mogelijk zijn, 
dat de veranderingen elkaar opheffen. Bij 't beginsel van Weber 
doen zij dit echter niet, zooals uit de vergelijking (20) onmiddellijk 
blijkbaar is. 

Nu hecht Weber echter eene andere dan de gewone beteekenis 
aan het begrip van betrekkelijjke levende kracht, en eene andere dan 
de gewone beteekenis aan het begrip van potentieele energie, en 
vindt daardoor zijn nieuw beginsel. 

Voor eerstgenoemde grootheid wordt genomen T'=\ — -- — ,r^, 

en terwijl men voor de functie V^-^Vi (zie vergelijking 18) in dit 

geval mag schrijven | Rdr^ beschouwt Weber eene andere functie 



/•oo 



Bdr, waarin p een afstand beteekent, welke bepaald wordt 
(f 

uit de vergelijking I- 7 = — r . Men vindt dan , door de 

'^ m-{-m pc' 

waarde van R uit (19) te substitueeren 
zoodat men verkrijgen zal 

r + u^i^c*. 

' m -f m 

Daar deze vergelijking eene identieke is, geldt zij, welke andere 
krachten ook op het stelsel werken. Men ziet, dat dit beginsel eene 
geheel andere beteekenis heeft, dan het gewone. Terwijl 't laatst- 
genoemde geldt voor alle krachten, welke aan eene zeer algemeene 
voorwaardevergelijking voldoen, geldt het eerste alleen bij de onder- 
stelling , die Weber omtrent de elementaire electrische krachten stelde. 
't Geheele beginsel is slechts een andere vorm voor die ondorsteUing. 

Indien men voor de elementaire electrische krachten de formule 
van KiEHANN aanneemt, dan vindt men weer een nieuw begin- 
sel der energie, namelijk dat de betrekkelijke levende kracht (in 
de gewone beteekenis) vermeerderd met de potentieele energie, 
(indien daarin r vervangen wordt door een bepaalden afstand p), 
standvastig is, hetzij het stelsel al of niet afgezonderd zij. Neemt 
men de uitdrukking voor de krachtfunctie der electrische krachten 
aan, die, 'in de onderstelling, dat zij eene homogene functie van 
den tweeden graad der snelheidsontbondenen bevat, zoó algemeen 
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mogelijk is (zie dit Archief, deel IV, pag. 173), dan vindt men op 
dezelfde manier weer een ander beginsel der energie. 

In eene verhandeling : „über das Aequivalent lebendiger Kfafte" *) 
komt Webeb uitvoerig op dezelfde zaak terug. Hierin gaat hij van 
de bewering uit, dat in een grondbeginsel der wederkeerige werking 
van een paar stoffelijke deeltjes alleen de betrekkelijke afetand, de 
betrekkelijke snelheid in de richting der verbindingslijn en functiën 
dezer grootheden kunnen voorkomen, m. a. w. dat de onderlinge aan- 
trekkingen of afstootingen altijd in de richting der beide deeltjes 
moeten werken. Een stelsel van twee deeltjes heeft op elk oogenblik 
betrekkelijke levende kracht in de richting van r, die met den ouder- 
lingen afstand verandert. Zulk eene verandering geschiedt echter 
niet, zonder dat eene andere grootheid eene gelijke wigziging in 
tegengestelden zin ondergaat. Deze grootheid moet dus gezamenlijk 
met de betrekkelijke levende kracht standvastig zijn. Zij wordt 
aangenomen als de arbeid tusschen een vasten afstand p en een 
afstand oo; daaruit wordt dan de kracht R (19) teruggevonden, 
't Blijkt dus ook uit deze verhandeling weer duidelijk, dat 't beginsel 
van het behoud der .energie, in den vorm, waarin het door Webbe 
werd uitgesproken, geen algemeen mechanisch beginsel is, maar een 
identieke vergelijking, waarvan de verschillende termen alleen eene 
bepaalde physische beteekenis hebben, wanneer men voor de kracht, 
die tusschen twee electrische deeltjes werkt, bepaalde onderstellingen 
maakt. C Neumann heeft het beginsel van het behoud der energie 
door de volgende vergelijking uitgedrukt 

d(T+üo + Fo-r,) = d8 . (21) 

d. i. voor elk tijdselement is de toename der energie van het stelsel 
even groot als de uitwendige arbeid, die het opneemt. Hierin 
beteekent T de levende kracht van het stelsel, Uq is de potentiaal 
der gewone aantrekkingskracht, ^„""^i J^oeD^t ^ij den potentiaal 
der electrische krachten, en S den arbeid, door de uitwendige krachten 
verricht. 

In deze vergelijking is dus niets anders uitgesproken , dan hetgeen 
we in onze vergelijking (18) vonden, in de onderstelling, dat ook 
de uitwendige krachten eene krachtfunctie hebben. In eene verhan- 
deling „über die Bewegungen der Electricitat in Körpern von ato- 
mistischer Constitution" *) heeft Webeb de meening uitgesproken , dat 



1) Poffff. Annal., Jubelband. 
') Pogg» Annal.y Band 156. 
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het beginsel van Neuhann hetzelfde uitdrukt als het zijne. Volgens 
het laatstgenoemde bestaat de vergelijking 

4- — i — 7 r^^ -YU^rz standvastige. 
w + J» 

Hierin zou nu V^—S-yF^ — Vi zijn, en dus zou men vinden 

Voegt men nu, zegt Weber, voor het geval, dat de electrische 
deeltjes vast verbonden zijn met stoffelijke massa's de gewone poten- 
tiaal U^ toe, dan verkrijgt men de vergelijking van Neümann terug. 
Men merke op, dat bovenstaande vergelijking alleen gelden kan, 
wanneer alle grootheden F© , F^, 8 fnnetien van r en r' zijn , en 
alleen bewezen is, in de onderstelling, dat de electrische krachten 
den bepaalden vorm hebben , door Weber ondersteld. Bovenstaande 
vergelijking heeft dus mechanisch een veel enger beteekenis dan die 
van Neümann. Bovendien spreekt Neümann van een stelsel, dat 
zich onder invloed van willekeurige gegevene krachten beweegt, 
terwijl dS bij Weber gelijk is aan 

— I Bdr, zijnde B weer gegeven door vergelijking (19). 

Indien ondersteld worde, dat twee electriciteits-deeltjes zich onder 
de werking van de krachten, die Weber aannam, volgens hunne 
verbindingslijn bewegen , dan wordt vergelijking (20) tot de volgende 
gedaante gebracht 



mm 



—./i-l |i ^/*>= standvastige. 



^ m ^m 
Wanneer voor rzrir^ de deeltjes in rust zijn, dan vindt men 

^ mm' ,^ ^ ee' e e' eef ,. 

4 — ; — >/» + =-/» = 0, 

^m-^-m r r^ rc^ 

en daaruit, volgens de bepaling van p, welke door Helmholtz den 
kritischen afstand werd genoemd, 

/*=.^^-^^-^c* (22) 

r— p ro 

Uit deze vergelyking meende Helmholtz te kunnen besluiten, 
dat de onderstelling van Weber omtrent de electrische krachten tot 
ongerijmdheden aanleiding geeft. Zoo op eenig oogenblik 



r<rQ, r<p, p <r 



o» 
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dan volgt uit vergelijking (22^), dat op dit oogenblik 

Is verder r' positief, dan groeit r aan tot dat zij de waarde p 
bereikt, op welken afstand r* oneindig groot zou worden. Toen 
Weber tegen deze gevolgtrekking aanvoerde, dat de aanvangssnel- 
heid, die Helmholtz hier onderstelde, misschien in de natuur nim- 
mer kan voorkomen, bewees Helmholtz, dat als men slechts in de 
richting van de verbindingslijn der deeltjes eene kracht aanneemt, 
welke eene genoegzaam groote negatieve waarde heeft, bij elke aan- 
vangssnelheid voor /• =r p de betrekkelijke snelheid oneindig groot 
wordt. Dit kan volgens Helmholtz niet bestaanbaar zijn met het 
beginsel van het behoud der energie; maar dan wordt dit beginsel 
weer in een geheel anderen zin genomen dan gewoonlijk. Het werd 
door Helmholtz aldus uitgesproken: twee deeltjes, die met eene 
eindige snelheid hunne beweging aanvangen, kunnen op eindigen 
afstand van elkander geene oneindig groote levende kracht verkrij- 
gen, en dus geen oneindig grooten arbeid verrichten. Eeeds Netj- 
MANN heeft op de volgende manier zijne meening over dit beginsel 
te kennen gegeven „de physische beginsels zijn ongeschikt voor eene 
vaste formuleering, zij zijn uit den aard der zaak rekbaar en buig- 
zaam. Zoo is het a priori geenszins onmogelijk , dat 't beginsel der 
energie langzamerhand in den vorm worde gebracht, waarin Helm- 
holtz 't heeft gesteld. Yoorloopig echter is het beter, om dit be- 
ginsel een anderen naam te geven, om het van het gewone beginsel 
der energie te onderscheiden." Neümann spreekt daarom ook altijd 
van het beginsel van Helmholtz. 

Dit beginsel heeft, gelijk wij zagen, betrekking op een bijzonderen 
toestand van het paar electrische deeltjes , dien namelyk , waarbij hun 
afstand = p wordt. Webek meende, dat die afstand altijd een mo- 
leculaire is , en in dat geval zou er geen bezwaar zijn , want op zulk 
een afstand gaat ook de gewone wet der NEWTON'sche aantrekking 
niet meer door. Hflmholtz ^) berekende daarom den invloed van 
een niet-geleidenden bol, die gelijkmatig met electriciteit beladen is, 
op een electrisch deeltje, dat zich binnen den bol beweegt met een 
gegeven snelheid ; en bevond , dat, wanneer men den straal van den 
bol slechts groot genoeg neemt, men tot de onmogelijke uitkomst 
geraakt, dat eene kracht, die de beweging van het deeltje tegen- 



ï) Journal von CreUe. Band 72. 
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werkt, zijne levende kracht zou doen toenemen tot in het oneindige. 
Zoo a de straal van den bol is, e de dichtheid der electriciteit, waar- 
mee hij geladen is, a« de massa van het deeltje binnen den bol, v 
zijn snelheid, e de hoeveelheid electriciteit, welke het bevat, dan 
vindt men uit (20) gemakkelijk de vergelijking 

- 1 »* — - — — ) t?^ 4 4T«^e' -p ^7"=: standvastige, 

zijnde U de potentieele energie der krachten, niet van de snelheid 
afhangende, die op het deeltje werken. Indien hierin de coëfficiënt 
van v^ negatief wordt, komt men tot de genoemde onmogelijke uit- 
komst. Maar c is een snelheid, die ongeveer overeenkomt met de 
voortplantingssnelheid van het licht, dus moet a eene onbegrijpelijk 
groote waarde hebben , om den bedoelden coëfficiënt negatief te ma- 
ken. In gevallen, welke in de praktijk verwezenlijkt kunnen wor- 
den , is de wet van Weber niet alleen in overeenstemming met het 
beginsel der energie, maar ook met dat van Hblmholtz. 

In hoeverre de wet van Weber aanleiding geeft tot bewegings- 
vergelijkingen voor electrische stroomen, die een labiel evenwicht der 
electriciteit in geleiders te kennen geven, zooals Helmholtz heeft 
afgeleid, zal hier in het midden worden gelaten, omdat die differen- 
tiaalvergelijkingen nog op andere onderstellingen steunen dan op die , 
welke betrekking heeft op den vorm der electrische krachten. 

Vatten we nu in 't kort samen, wat over deze krachten gezegd is. In 
de eerste plaats kan het slechts tot noodelooze verwarring aanleiding 
geven, wanneer men aan eene identieke vergelijking, die uit den 
vorm dier krachten voortspruit, den naam geeft van het beginsel van 
't behoud der energie, waarbij aan het woord energie eene geheel 
andere beteekenis gehecht wordt dan gewoonlijk; in de tweede plaats 
heeft de bewering van Helmholtz, dat de krachten van Weber 
slechts schijnbaar aan het beginsel der energie voldoen, omdat de 
levende kracht onder den invloed van krachten, die de beweging 
tegenwerken, kan toenemen, alleen betrekking op bijzondere toestan- 
den van het stelsel, die niet verwezenlijkt kunnen worden. 

Laten we nu eene ScHERiNG'sche krachtfunctie onderstellen, die 
afhangt van de betrekkelijke coördinaten van twee punten, en eene 
homogene functie van den tweeden graad bevat van hunne differen- 
tiaalquotienten naar den tijd, namelijk 

r=ro + ^r' :f Bvi'^ + C^' + 2 0rM'+ 2^ST+ 2^»f'r, (23) 
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waarin ^, m, ?, |', m', ?', dezelfde beteekenis hebben als boven, en 
waarin F^, J, B, C enz. functiën van ?, m en ^ zijn. 

Stellen we de componenten der kracht op een der punten volgens 
de assen voor door X, F, Z, dan heeft men volgens de bepaling, 
boven gegeven, 

r = 8 -^ (5'»'+2)r+ PO ^-^^ .} . . (24) 

Uit deze formulen kunnen de differentiaalvergelijkingen voor de 
betrekkelijke beweging onmiddellijk worden afgeleid. Zij zullen na- 
melijk wezen, wanneer men — ; — j = fi stelt 

enz. 
of ook 

Om de versnellingen volgens de assen te vinden, moet men dus 
in 't algemeen drie vergelijkingen oplossen , hetwelk zeer ingewikkelde 
uitkomsten geeft, die meestal van weinig belang zijn; bij de onder- 
stelling van HiEMANK bovenvermeld, waar i>, ^ en F verdwijnen, 
is deze oplossing onnoodig. Op de bewegingsvergelijkingen (25) zijn 
de beginselen van het behoud der energie en van het behoud van 
het zwaartepunt toepasselijk; in het algemeene geval is het beginsel 
van het behoud der vlakken er echter niet mede in overeenstemming. 
Men zou licht geneigd zijn, om te meenen, dat het laatstgenoemde 
beginsel alleen geldt bij de onderstelling van Weber omtrent de 
krachtfunctie der electrische krachten , omdat dan de krachten gericht 
zijn volgens de verbindingslijn der deeltjes, tusschen welke zij wer- 
ken. Die voorwaarde is echter niet noodzakelijk, zooals uit het vol- 
gende kan blijken. 
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Beschouwen we namelijk krachten, die eene krachtfunctie hebben 
van den volgenden vorm 

r=^(rH«)'*+r')+^« (26) 

welke orereenkomt met de onderstelling van Riehann voor het bij- 
zondere geval, dat A alleen functie van r, en ^, de potentiaal der 
gewone aantrekking is. Dan veranderen de vergelijkingen (24) en 
worden 



- 0^ IJ -s ^^ 
;^«=2_(^,)__, 

,r=2^(^r)-^^. 



(27) 



Vermenigvuldigt men de eerste dezer vergelijkingen met »i en de 
tweede met 5j en neemt men het verschil, dan komt er 

of (/E« — 2 ^) (5' )j — >j' 5 ) = standvastige , 

en (ja — 2 A) (?' ^—^^)=z standvastige. 

In dit geval hebben we dus drie integralen gevonden, die in den 
volgenden vorm kunnen worden gebracht 



r?-r?= 



è 



(A^2A 

waarin a en i standvastige grootheden beteekenen. üit de beide 
laatstgenoemde vergelijkingen volgt een derde 

De drie laatstvermelde vergelijkingen geven tot uitkomst 

c^ -f iij -f a^zz: 0. 

2 
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Hoewel hier dus de elementaire sectoren niet standvastig zijn met 
den tijd, is er toch een onveranderlijk vlak, waarvan de richtings- 
cosinussen zijn 

j « . * c 



Eij krachten, die van de beweging der aangrijpingspunten afhan- 
gen, kan, zooals men ziet, voldaan worden aan alle mechanische 
beginselen, zonder dat die krachten werken in de richting van de 
verbindingslijn der deeltjes. 



OVER HET PROJECTEEREN OP OPPERVLAKKEN, 



DOOR 



D". P. H. SCHODTE. 



'V.'v>X*-V-' 



1. De vraag naar het aantal der normalen van eene algebraïsche 
vlakke kromme , die dooreen gegeven punt gaan, is, even als die naar 
het aantal der normalen van een algebraïsch oppervlak, die door een 
gegeven punt gaan, reeds sedert bijna veertig jaren gesteld en be- 
antwoord. Toch is zij in lateren tijd nog menigmaal het onderwerp 
geweest van eene nieuwe wiskundige behandeling. En geen wonder. 
Want menigvuldig zijn de wegen, die tot haar oplossing voeren; 
menigvuldig zijn de nieuwe vragen, waartoe haar oplossing aanleiding 
geeft. In de volgende regelen wensch ik den kring van wat zich 
om deze vraag groepeert in eene enkele richting uit te breiden ; door 
het geven van een kort geschiedkundig overzicht zal ik daarbij in de 
gelegenheid zijn tusschen de verschillende methoden verband aan te 
wijzen, en nu en dan eene kleine fout te verbeteren. 

2. Naar ik meen is Tebquem de eerste geweest, die de boven 
bedoelde vraag heeft opgelost; in 1840 (Liouvillb IV, 1® Serie, 
blz. 175) heeft hij analytisch aangewezen, dat het aantal der normalen, 
die men uit een punt aan eene vlakke kromme C, trekken kan, »* is; 
dat het aantal normalen, die men uit een punt op een oppervlak 
F, neerlaten kan, »' — »(» — !) bedraagt. In twee bladzijden is 
het bewijs geleverd, en stapt hij van het onderwerp af. Werkelijk 
roerde de weg der analyse niet tot verdere gevolgtrekkingen; eerst 
in 1863, nadat Glebsch (Cbelle LXII, blz. 64) aan het vraagstuk 
der normalen eene algemeenere strekking gegeven had , was zij daartoe 
in staat. Maar reeds in 1855 had Steinee's meesterhand het vraag- 

2* 



20 

punt op het terrein der synthese overgebracht. En dat het daar 
thuis behoort, dit hebben de uitkomsten van Steinbr en later (1873 
en 1874) die van Sturm boven allen twijfel verheven. 

3. Ter bepaling van het aantal normalen van eene kromme C„, die 
door een punt P van haar vlak gaan , wijst Steiner (Crelle XLIX , 
blz. 333) drie wegen aan. De eerste, die wel de eenvoudigste is, 
kan men de cinematische noemen. Laat men de kromme C, om het 
punt P eene oneindig kleine draaiing ondergaan , dan zullen de beide 
standen der kromme «* punten met elkaar gemeen hebben; in deze 
punten gaat de normaal der kromme door P. Zoodat door P dus «^ 
normalen van C^ gaan, waarvan de voetpunten als basispunten van 
een krommenbundel door \n{n-\ 3) — 1 van hen worden bepaald '). 

Een geheel overeenkomstige weg is in 1868 door August (Crelle 
LXVIII, blz. 242) ingeslagen ter bepaling van het aantal der nor- 
malen, die men uit een punt P aan een oppervlak jP. trekken kan. 
Laat men den oorspronkelijken stand van F^ achtereenvolgens om 
twee lijnen Z en ^, door P eene oneindig kleine draaiing ondergaan, 
dan zullen de drie standen van het oppervlak n^ punten met elkaar 
gemeen hebben; de normalen in deze punten zullen de beide lijnen 
Z en Z, snijden. Door nu aan te toonen, dat er in het vlak door 
Z en Zj in het algemeen n(ïi — \) normalen van F^ gelegen zijn, is dus 
tevens bewezen, dat Gin^—n'^-\'n normalen door P gaan. De voetpunten 
van deze blijken dan verder de snijpunten te zijn van eene ruimte- 
kromme jB,»_.^.,, die door P gaat, met i^,, — eene kromme, die zoo 
als ik aanstonds aangeven zal, ook reeds door Steiner is gevonden. 

De kromme i2,i, die de doorsnede is van F, met den nieuwen 
stand, waarin F, na eene oneindig kleine draaiing om / geraakt is, 
is op F^ de meetkundige plaats der punten, waarvan de normalen 
l snijden. Deze uitkomst, die wel door August verkregen maar 
verder niet door hem gebruikt is, maakt het uitgangspunt uit van 
eene in 1870 door Mannheim in het licht gegevene studie {Comptea 
renduSy deel LXX, blz. 1025). Zij staat rechtstreeks met mijn 
onderwerp in verband; want men kan haar uitspreken door te 
zeggen, dat de projectie van eene rechte lijn l op een oppervlak F, , als 
projectieoppervlak, eene kromme i2,i, de basiskromme van een opper- 
vlakkenbundel, is. Hierop wensch ik later meer licht te laten vallen. 

^) Deze methode is onlangs tot andere doeleinden gebraikt door A. Beck 
uit Riga; vergelijk Mathematische Annalen , Bd. 14, blz. 207 — 212, „Zur all^e- 
meinen Theorie der Curven und Flachen** 
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4. In de volgende oplossing maakt Steiner gel3ruik van de 
vroeger door hem gevondene stelling, dat er in een kegelsneden- 
bundel »(« + !) krommen voorkomen, die C, aanraken; deze stelling 
is gemakkelijk uit de theorie der poolkrommen af te leiden '). Als 
de kegelsneden elkaar in twee punten aanraken , stelt de dubbelgetelde 
verbindingslijn dier punten eene kegelsnede van den bundel voor, die 
C„ in de » snijpunten aanraakt. Buiten deze zijn er dus n^ kegel- 
sneden, die C. aanraken; wat nu, als de gemeenschappelijke raak- 
koorde der kegelsneden in het oneindige ligt, bewijst, dat er n^ 
cirkels zijn, die C^ aanraken en een bepaald middelpunt hebben. 

Deze redeneering laat zich niet op de ruimte overdragen. Wel is 
het bekend, dat er in een oppervlakkenbundel van den tweeden 
graad «(»* + 2) oppervlakken voorkomen, die een oppervlak F„ aan- 
raken *). Maar de overgang tot een stelsel van concentrische bollen 
is hier afgesloten; daar men niet aangeven kan, voor hoeveel rakende 
oppervlakken het vlak van aanraking dubbel genomen gerekend moet wor- 
den; hetgeen later blijken kan »(«*--2) verminderd met »(»*—» -f 1) 
of « (» -f 1) te zijn. 

5. Eindelijk zoekt Steiner in den derden weg, dien hij ter bepaling 
van het aantal normalen door een punt P aanwijst, de meetkundige 
plaats der punten Q, wier poollijn met betrekking tot C„ loodrecht 
staat op de verbindingslijn van Q met F. Zoo vindt hij bij ieder 
punt P van het vlak der gegevene kromme C. eene kromme Q, , de 
bedoelde meetkundige plaats met betrekking tot dit punt P, waarvan 
de n^ snijpunten met C„ de «* voetpunten der uit P op C^ neer- 
gelaten normalen zijn. Gemakkelijk blijkt daarbij, dat alle krommen , 
die bij de verschillende punten P van het vlak behooren, de (»—!)* 
polen van de lijn in het oneindige met betrekking tot (7, en de n 
punten, die een der krommen Q. met deze lijn gemeen heeft, gemeen 
hebben, en zij een projectief met deze punten overeenkomend krom- 
mennet vormen; zoodat al de krommen Q., die door een vast punt 
gaan, en dus hun pool op de loodlijn uit dit punt, de poollijn van 
dit punt, hebben, een krommenbundel uitmaken; en door twee punten 
een kromme Q, bepaald is. En stelt hij daarna voor C,i eene kromme 
uit den bundel in de plaats, die door C^ en de »-maal getelde lijn 
in het oneindige bepaald wordt, dan blijkt ook, dat de bij Pbehoo- 



Vergelijk Crk.mona-Cubtze , Ebene Curven, blz. 170, theorema IT. 
-) Vergelijk Cuemona-Cubtze, Oberfiaehen, blz. 115, regel 11 v. b. 
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rende kromme Q, de meetinindige plaats is van de yoetpunten der 
normalen uit P op de verschillende krommen van dien bizonderen 
bundel neergelaten. Waarop deze uitkomsten eerst voor de kromme 
C, in het algemeen en daarna voor eene kegelsnede in het bizonder eene 
menigte anderen met zich roeren *), en Steinek dit gedeelte» dat op 
vlakke krommen betrekking heeft, besluit met een onderzoek van de 
ontwondene (evolute) van de oorspronkeligke kromme C. ^). 

6. De weg, waar langs Steineb gekomen is tot den graad van de 
meetkundige plaats der punten, wier verbindingslijn met een vast 
punt P loodrecht staat op hun poollijn met betrekking tot een gegeven 



>) Deze zijn voor een groot deel reeds gevonden door Joachimstahl in 1843. 
3) Inde aangehaalde verhandeling hlz. 843, zegt Steimer in eene noot: nBer 
Ort der Scheitel aller rechten Winkel, welche einer gegebenen Cnrve 1^ Classo 
umschrieben sind, ist eine Curve jfc*ien Grads." «Der Widerspmch, in welchen 
dieser Satz mit dem bekanntcn Satze über den KegeUchnitt tritt, ist nur sch e in- 
bar." — Dit is echter onjnist. De bedoelde kromme is van den graad k'*' — h\ 
het algemeene geval is dus zelfs niet in sch^nbare tegenspraak met dat van 
de kegelsnede. 

Ter bepaling van den graad der bedoelde kromme zoek ik eerst de kromme, 
die omhuld wordt door de loodl^nen q, die men in de snijpunten P van de raak- 
te nen p met eene willekeurige l\jn u op die raakl\jnen /? aan de gegevene kromme 
Bi van de l^^ klasse kan oprichten. Deze kromme is van de klasse %h. Want 
door een punt P van u gaan %k raakl^jnen aan deze kromme, namelijk de k 
loodl^nen ^ in P op de A raakl^nen /) uit P aan JDjt getrokken, en de lijn u 
zelve k-mas\ geteld, wql deze als loodlijn op de k loodrecht op u staande raak- 
lijnen aan Bk een it-voudige raakl^n is van de gezochte kromme. 

Deze kromme JDj k heeft met Bk gemeen %h*' naklijnen. Wijl de raaklijnen 
uit de twee onbestaanbare cirkelpunten in het oneindige echter loodrecht staan 
op zich zelve, blijven er behalve deze nog ^k\ — %k over. En daar ieder op u 
gelegen hoekpunt van een rechten hoek, die Bk omhult, twee gemeenschappelijke 
raaklijnen van Bk en B^k medebrengt, is de kromme, die Steineb opgeeft als 
van den graad k^^ werkel^k van den graad h*' — k. 

Hiermede verandert de stelling op blz. 843 bovenaan in: «Der Ort der Scheitel 
aller der gegebenen Curve C* umschriebenen rechten Winkel ist eine Curve 
30^ Grads und die 8X30 = 90 gegenseitigen Schnittpunkte beider Curven be- 
stehen aus den gcnannten 54 Q und 86 ^/' (waarbij dan op blz. 342, regel 8 v. o., 
54 in 86 veranderd moet worden). En meer algemeen heeft een kromme C« 
zonder dubbelpunten en keerpunten of bizooderheden van dieper ingrijpenden aard, — 
daar k dan n{fi — 1) is en de graad der ont woudene »* bedraagt — , »'(» — 1) 
punten, waarin de normalen tevens raaklijnen zijn, en «* (« — 1) (»* — 2» — 1) 
punten, waaruit men twee onderling loodrechte de kromme elders rakende lijnen 
trekken kan. 
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kromme (7. , is niet de kortste. Daarom stel ik er de volgende 
▼oor in de plaats. 

Wanneer de p^^ poolkromme van Q met betrekking tot een gegeven 
kromme ü« door een punt B gaat, dan gaat de n—p^^ poolkromme 
van R met betrekking tot C, door Q ^). De punten Q op eene wil- 
lekeurige lijn l getrokken door P, wier poollenen loodrecht op de 
lijn l staan, — en dus gaan door het punt, dat in de richting van de 
loodlijn op ^ in het oneindige gelegen is , — zijn derhalve de snijpunten 
van l met de eerste poolkromme 6,.} van dit punt in het onein- 
dige met betrekking tot €,, Daar nu de puntreeks, die de loodlijn 
op l op de lijn in het oneindige l» afteekent, wanneer l om P draait, 
projectief is met den stralenbundel l ter eene en met den krommen- 
bundel Cn-^ ter andere z^*, is de stralenbundel l ook projectief met 
dezen kifommenbundel C._,; de punten Q, waarvan er »— 1 op 
iedere lijn l gelegen z^, brengen dus eene kromme Q. voort, die door 
het middelpunt F van den stralenbundel en de (» — !)* polen van 
de lijn l» met betrekking tot C^ gaat^). 

Uit deze afleiding blijkt ook, wat verder door Steineb wordt 
aangevoerd. Al de krommen Q.,.die bij de verschillende punten P 
van het vlak behooren, hebben, behalve de (»--l)* polen van ^, 
dezelfde n punten met l» gemeen. Want de lijn loo wordt door 
den krommenbundel C,,^ volgens eene involutie van den » — !«'«" 
graad gesneden, die met de door den stralenbundel l op l^ afge- 
teekende puntreeks n punten gemeen heeft'), enz. 

7. Wil men het voorgaande op de ruimte uitbreiden, dan moet 
men de meetkundige plaats zoeken van de punten Q, wier pool vlakken 
met betrekking tot een willekeurig gegeven oppervlak P. loodrecht 
staan op de verbindingsl^'nen van deze punten met een willekeurig 
aangenomen punt P. En tot die meetkundige plaats kan men weer 
langs verschillende wegen geraken. 

Stelt men zich met de kennis van den graad der meetkundige 
plaats tevreden, dan verdient de volgende beschouwing wegens hare 
kortheid aanbeveling. De punten gelegen in een willekeurig vlak 
F door P, wier poolvlakken loodrecht op F staan en dus door het 
punt gaan, dat in de richting loodrecht op F in het oneindige 



») Vergelijk Cbemona-Cubtze, Ebene Curven, blz. 100 (Lehrsatz I). 

3) Vergelijk Cepjmona-Cürtze, Ebene Curven, blz. 72, art. 50 en blz. 109 
(Lehrsatz XXVII). 

') Vergelijk Ckemona-Cubtze, Ebene Curven, blz. 82 (Lehrsatz A'). 
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gelegen is, vormen in V een kromme C,.j, de doorsnede van F met 
het eerste pooloppervlak F,^^ van dit in het oneindige gelegene 
punt met betrekking tot F^, Deze kromme C„_i snijdt de kromme 
Q,, die met betrekking tot de doorsnee van F met F» op de boven 
aangegevene wijs bij P behoort, in »*— » punten. En daar nu, 
wegens de onbepaaldheid van de lijn, die P met zich zelf verbindt, 
het punt P tot de meetkundige plaats behoort , heeft deze n^—n-^-l 
punten met ieder vlak door P gemeen, en is zij dus eene ruimte- 
kromme van den » • — » -f 1**®" graad. 

8. Verlangt men echter van deze kromme J?,»_,4., meer te kennen 
dan den graad alleen, zoo kan men in de plaats van den door 
Steiner aangewezen weg te volgen, eerst aantoonen met behulp van 
de theorie der pooloppervlakken, wat vroeger reeds uit cinematische 
beschouwingen is afgeleid door August, dat de projectie van eene 
rechte lijn l op een willekeurig oppervlak F, de basiskromme i2,i 
is van een oppervlakkenbundel van den «^^" graad. Waarbij dan 
vooraf nog moét worden aangewezen, dat ieder vlak »* —» normalen 
van een willekeurig oppervlak F„ bevat. 

9. De normalen aan een oppervlak F^ vormen een stra- 
lenstelsel van de »*— «**® klasse, d. w. z. ieder vlak bevat 
n^—n normalen van F^, 

Zooals . bekend is, raakt de het oppervlak F, omhullende cilinder, 
waarvan de beschrijvende lijnen loodrecht staan op een willekeurig 
aangenomen vlak F", het oppervlak F, aan volgens een kromme 
-^«C»-i)> ^^ö ^® doorsnede is van F, met het eerste pooloppervlak 
F„^^ van het in de richting van de loodlijn op V in het oneindige 
gelegene punt met betrekking tot F,, Daar deze raakkromme i2,(^,_, ^ 
het vlak V in »(»--l) punten snijdt, zijn er op de doorsnede van 
V met F, even zooveel punten te vinden , waarin het raakvlak aan F, 
loodrecht op V staat, en de normaal op F^ opgericht dus in F" ligt. 

De n{n — \) bedoelde punten vormen dus de volledige doorsnede 
van de beide krommen C, en C,_,, waarin V de oppervlakken F^ 
en F^_y snijdt. 

10. De projectie van eene rechte lijn l op F, is eene 
kromme -B,> , de basiskromme van een oppervlakkenbundel 
van den »<*^" graad; het aantal harer schijnbare dubbel- 
punten is derhalve ^»-(» — 1)* '). 

ï) Vergelijk Cxemona-Curtze, Oberjlüeheti , blz. 101. 
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Deze projectie is de meetkundige plaats van de »*— « voetpunten 
der normalen, die in elk der door l gaande vlakken V gelegen zijn. 
Nu komen deze vlakken V door l projectief overeen met de punten 
Z, die in de richting van de loodlijn op V in het oneindige gelegen 
zijn, en op de as van den bundel der loodrecht op Z staande vlakken 
eene puntreeks vormen. Deze punten L komen op hun beurt weer 
projectief overeen met de oppervlakken van den bundel F^-t hunner 
eerste pooloppervlakken met betrekking tot F^, De vlakken F" komen 
dus ook projectief overeen met deze eerste pooloppervlakken, terwijl 
de doorsnede C,_, van elk vlak V met het overeenkomstige eerste 
pooloppervlak F„^^ het oppervlak F„ in de »*— » in F gelegen 
punten der gezochte meetkundige plaats snijdt. Als de meetkundige 
plaats van de doorsnede der overeenkomstige oppervlakken van twee 
projectieve oppervlakkenbundels van de graden 1 en «—1, brengt de 
kromme C,_, bij wenteling van V om l dus een oppervlak G^ 
voort, dat door de basiskromme 22 (;,_,)» van den opper vlakken- 
bundel en de lijn l gaat. Wijl elk sngpunt van eene der krommen 
C„_i met F„ een punt der gezochte projectie, en omgekeerd ieder 
punt dier projectie op eene der krommen (7._, gelegen is, moet de 
projectie van l op F, identisch zijn met de volledige doorsnede van 
het gevonden oppervlak G, met het projectieoppervlak F^, 

11. De normalen aan een oppervlak F, vormen een 
stralenstelsel van den »*— »*+«^^" graad, d. w. z. door een 
punt P gaan »'—»*+« normalen aan F„, 

Zijn l en l' twee elkaar, in F snijdende lijnen, en R^t en jB',« 
haar projectien op F, ; dan zullen deze krommen , wijl ze de door- 
sneden zijn van F, met de bij l en V behoorende oppervlakken G, 
en G\ , een aantal van «' punten gemeen hebben. Er zijn dus »' 
normalen aan F, te trekken, die l en V beide snijden. En daar er 
n'—n in het vlak der beide lijnen liggen, moeten er /*'—«*+« 
door hun snijpunt P gaan. 

12. De voetpunten van de normalen uit een punt P 
op F^ neergelaten (d. i. de projectie van P op F„) is de 
volledige doorsnede van F, met een door P gaande 
ruimtekromme i2,»_«_, met |(«* — 2 » + 2) («^ — 2 » + 1) 
schijnbare dubbelpunten, die men „de projecteerende 
kromme van P" zou kunnen noemen. Al de projectee- 
rende ' krommen van de verschillende punten P der 
ruimte gaan door de {n-iy polen van het vlak in het 
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oneindige ^«s Hiet betrekking tot F„ en door »*— « + 1 be- 
paalde punten in F^ (aij hebben dus dezelfde asymptoten). 

De oppervlakken G, en G^,» die bij twee elkaar snijdende lijnen 
l en V behooren, hebben de in het vlak V dier lijnen gelegene 
kromme (7«^i gemeen, en snijden elkaar dus bovendien volgens eene 
kromme Ii,%.n+\* Dit overblijvende deel der doorsnede moet de 
n^^n''^'\-n voetpunten van de uit P op F, neergelaten normalen 
bevatten, daar deze punten allen gelegen zijn op de beide opper- 
vlakken G^ en G' n zonder zich in 7^ te bevinden; wijl P niet op 
^«-1 ligt, gaat de kromme JZ.i.^j., door dit punt. De projectie van 
P op F„ is de volledige doorsnede van deze kromme met F„ , wijl 
deze kromme niet meer dan »' — »* + « punten met F, gemeen kan 
hebben zonder geheel of ten deele op dit oppervlak te liggen, wat 
met het oog op het voorgaande artikel onmogelijk is. 

Uit het ontstaan van de gevondene kromme is het nog niet uit 
zich zelf duidelijk, dat zij de eenige kromme van dien aard is, die 
F met -zijn projecties verbindt. Veeleer ligt het voor de hand te 
onderstellen, dat men tot eene andere kromme geraken kan, wanneer 
men de willekeurig door P aangenomen lijnen l en V door anderen 
vervangt. Dit is echter niet het geval. Want ieder oppervlak (?*,, 
dat bij een andere lijn V door P behoort, moet, wijl het »»—«- + »+l 
punten (de »'— »* +» projecties van P en P zelf) met deze kromme 
gemeen heefb, haar geheel bevatten; zoodat de gevondene kromme deel 
uitmaken moet van elk paar oppervlakken G^,, dat bij elk paar lijnen l 
door P behoort, en de doorsnede dier oppervlakken, die door een C,_i 
wordt aangevuld, dus geen tweede kronlme i2,i_,^i kan opleveren. 

Hetzelfde kan ook hieruit bKjken, dat al de krommen jB,a_,^,, 
die men door verandering van den stand der door P getrokken 
lijnen l en V zou kunnen verkrijgen, moeten samenvallen met de 
in art. 7 gevondene kromme, die de meetkundige plaats is der 
punten Q, waarvoor het poolvlak met betrekking tot P. loodrecht 
staat op de verbindingslijn van dit punt Q met het onveranderlijke 
punt P. Is namelijk Q een punt van doorsnede van de bij l en V 
behoorende oppervlakken G^ en G\^ dat niet op de in het vlak 
V der lijnen gelegene kromme G,_, ligt, dan staat het poolvlak 
van Q, krachtens de wijze van ontstaan van G^,, loodrecht op het 
vlak door Q en Z en eveneens loodrecht op het vlak door Q en Z', 
dus loodrecht op PQ, Zoodat ieder punt van de kromme -B.ï_,^.,, 
die de oppervlakken G, en G' „ buiten 6\.i om met elkaar gemeen 
hebben, op de in art. 7 gevondene kromme R,^ mM ligt, enz. 
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De oppervlakken ö., die bij alle lijnen l door P behooren, welke 
in een vlak F gelegen zijn , vormen een oppervlakkenbundel van den 
^Uen graad. Want al deze oppervlakken hebben, behalve de projec- 
teerende kromme 22.» -,4, van P, de in het vlak F gelegene kromme 
Cu-i gemeen. Ieder oppervlak yan dezen bundel snijdt F buiten 
C. _, om volgens de lijn l, waarbij het behoort; van de »*— »-f 1 
snijpunten van JS.*_.^, met F ligt er dus slechts een, het punt P, 
buiten 6%_], De beide deelen, waarin de basiskromme van den 
bundel zich splitst, hebben derhalve n*—» punten gemeen, die, in 
het voorbijgaan opgemerkt, niet de sn^punten zijn van C..i met 
P,. Daar nu het aantal schignbare dubbelpuntea der niet ontaar- 
dende basiskromme |«*(»--1)* bedraagt, is dit aantal bij J8,i_,^., 

dus i»*(»-l)*-{(»-l)(»*-»+ !)-(»*-«)}, 

of |(»-l)*(»*-2»+2). 

Wijl al de oppervlakken G„ doorile (« — 1)* polen van F^ met 
betrekking tot P, gaan, en deze punten niet liggen op de O',.,, die 
bij een door P gaand vlak F behoort, zullen de projecteerende 
krommen van de verschillende punten P der onbepaalde ruimte allen 
door deze (» — !)' punten gaan. Bovendien hebben al deze krommen 
»*— »-|-l punten in F^ met elkaar gemeen. Want is Q^ een 
punt, dat behoort tot de projecteerende kromme van P, en q^ de 
doorsnede van het poolvlak van Q^ met betrekking tot P, met F^^ , 
dan zal de lijn, die Q^ verbindt met ieder ander punt P' der ruimte, 
eveneens loodrecht staan op dit poolvlak van Q^ . Anders gezegd , 
Qx> ^^ ix> zullen in het vlak F^ pool en poollijn zijn, zoowel met 
betrekking tot de doorsnede van P, met F^ als met betrekking tot 
den onbestaanbaren cirkel in dit vlak gelegen. Werkel^'k komen 
deze pool en poollijn Yoor beide krommen ten getale van f»^— ^-l"^ 
voor '). 



1) Zijn Cm en Cn' twee krommen in een vlak, dan bedraagt het aantal pun- 
ten, waarvan de poollenen met betrekking tot beide krommen samenvallen, in 
het algemeen (« + «' — 2)* — (» — \){n' — 1). Want is / een lyn in het vlak 
der krommen en Q een punt er op gelegen, dan zullen de pooUijnen van de 
punten, waarin de eerste poolkrommen van Q met betrekking tot C« en Cn* 
elkaar snijden, het punt Q met elkaar gemeen hebben; de meetkundige plaats 
der punten, wier poollijnen met betrekking tot C» en C«' elkaar op / sneden, 
zal dus eeno kromme van den n-\-n' — ^^^ graad z^n, als de meetkundige plaats 
van de sn^ punten van de overeenkomstige (d. i. bij een zelfde punt van / be- 
hoorende) krommen van de projectieve bundels van eerste poolkrommen der pun- 
ten van l met betrekking tot C» en C./. Evenzoo zullen de punten, wierpooi- 
lijnen ten opzichte van Cn en C,- elkaar op een andere lijn ^ van het vlak 
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Twee projecteerende krommen R en R' van twee wülekeurig aan- 
genomen punten P en P' kunnen altijd door een oppervlak van 
den »***" graad verbonden worden; het oppervlak ö,, dat bekoort bij 
de verbindingslijn l van P en P', moet beide krommen bevatten. 
Zij hebben in het algemeen, buiten de (» — 1)* polen van het vlak 
Vy^ en de tt^^-w + l punten in het vlak V^ — in het geheel dus 
buiten de «(»* — 3» + ^) ^^i ^l^^n gemeenschappelijke punten, — geen 
punt gemeen. Want terwijl de verbindingslijn l der punten P en P' 
in het algemeen niet loodrecht staat op het poolvlak van een harer 
punten, staat geen poolvlak te gelijkertijd loodrecht op de twee in 
richting verschillende l\jnen, die P en P* met een builen l gelegen 
punt verbinden. Op het oppervlak (r., dat bij de lijn l behoort, 
vormen de projecteerende krommen van al de punten dier lijn dus 
eene verzameling van krommen, zoodanig, dat er door een punt van 
G^ slechts eene dier krommen gaat. Wat echter de mogelijkheid 
niet uitsluit, dat er door een willekeurig punt Q van dit oppervlak 
en door de »(«* — 2»-f 2) gemeenschappelijke punten naast de pro- 
jecteerende kromme een tweede kromme i2,a.„+i gaat, die op G, 
gelegen is, en in alles met de projecteerende kromme overeenstemt, 
behalve dat zij projecteerende kromme is voor eenig punt. Een 
geval, dat zich werkelijk voordoet, als J', een oppervlak is van den 
tweeden graad ^). 

Alleen wanneer de lijn PP" loodrecht staat op het poolvlak van 
een harer punten Q, gaan er door dit punt Q meer op het bij PP' 
behoorende oppervlak G, gelegene projecteerende krommen R, Al de 
projecteerende krommen door dit punt hebben dan haar pool op de 
lijn PP"^ en liggen dus op het oppervlak G^,, dat bij PP* behoort. 
Wijl de kromme R, die P projecteert, uit P door een kegel van den 
^i^^den graad geprojecteerd wordt, vormen de bedoelde lijnen 



snijden, eene tweede kromme (7, + »/_i opleveren. Deze krommen nu hebben be- 
halve de (» — 1) («' — 1) snijpunten van de krommen C,_i en Cm<-\, die bij 
het snijpunt dier lijnen behooren, nog {n-\-n' — 2)^ — (» — 1)(«' — 1) punten ge- 
meen. Voor «' = 2 wordt dit aantal n^ — n-\-\, 

1) Is P, een oppervlak van den tweeden graad, dan gaan alle oppervlakken 
G, die dan ook van den tweeden graad zijn, door de drie punten in bet onein- 
dige op de assen van P, en door het middelpunt. Door deze vier punten en 
een willekeurig punt Q van een bepaald oppervlak G gaan dan twee krommen 
^3; -de eene van deze heeft de beschrijvende lijnen van het eene stel, de andere 
die van het andere stel tot koorden. Eene van deze is projecteerende kromme 
van een punt met betrekking tot 1\ , de andere niet. 

Vergelijk Klije, Geometrie der Laget II, blz. 230, vraagstuk 132. 
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PP', die loodrecht staan op het poolvlak van een harer punten, 
een stralencomplex *) , waarvan graad en klasse n^—n bedraagt. 

Aan de eigenschap, dat de kromme Q^ van art. 5 door twee 
punten bepaald is, kan men in de ruimte niets tegenoverstellen. 
Want de projecteerende kromme Rn^-^n+i Itan niet door twee wil- 
lekeurig aangenomen punten Q en Q' gebracht worden; eenvoudig 
omdat de loodlijnen, uit die punten op hun poolvlakken neergelaten, 
elkaar niet snijden, en de pool niet tegelijkertijd liggen kan op twee 
elkaar kruisende lijnen'). 

13. De uitbreiding, die Steiner gegeven heeft aan de beteekenis 
van de kromme Qn in het vlak (art. 5), is door hem ook in de 
ruimte op de krommen Rn*-^n+i overgebracht door het oppervlak 
Fn te vervangen door den oppervlakkenbundel van den «^«" graad , die 
door Fji en het w-maal getelde vlak F^ bepaald wordt. Hierbij wordt 
de projecteerende kromme Bn*--n-hi ^^^ ^ ^^^ betrekking tot P„ de 
meetkundige plaats van de voetpunten der normalen uit P op de 
oppervlakken van den bundel neergelaten, van de projecties van P 



*) Een stralencomplex is eene verzameling van lijnen in de ruimte, zoodanig 
dat de door een punt gaande een kegel vormen, de in een vlak gelegene eene 
kromme omhullen; de graad van den kegel en de klasse van de kromme, die 
klaarblijkelijk gelijk zijn, vormen graad en klasse van het stralencomplex. 

Vergelijk Reije, Geometrie der Lage , II, blz. 116, omtrent het stralencomplex 
van den graad en de klasse twee. 

3) De stelling, dat de n{n^ — ^+1) normalen uitP gelegen zijn op een kegel 
van den «^ — nM^ graad, die door de («—1)' polen van V^^ en de »* — «-f 1 
gemeenschappelijke punten van alle krommen i2»i.»+i iii ^oo ?^t> — ^^ kegel, 
die de bij P behoorende kromme J2,a_,.4., uit haar punt P projecteert — drukt 
alleen iets bizonders uit, als « = 2 is; in welk geval zij overgaat in de stelling, 
dat de zes normalen uit een punt aan een oppervlak van den tweeden graad op 
een kegel van den tweeden graad liggen, die door het middelpunt en de in het 
oneindige gelegene punten der assen van het oppervlak gaat. Want terwijl 
het eene bizonderheid is, dat tien lijnen door een punt op een kegel van 
den tweeden graad liggen, is het geen bizonderheid, dat door «(w' — «-f-l)-f- 
-j- (« — 1)^ + («' — «+ l) lijnen door een punt, — die zelfs nog niet eens onder- 
ling onafhankelijk zijn — een kegel van den n^ — «den graad gaat. Eenvoudig 

omdat «(«*—« + 1)4- («—!)» +«*—■« + 1 of »(2«*— 8»-^3) voor «^3 

steeds kleiner is dan ' . , het aantal bepalende ribben van 

den kegel; wat weer volgt uit het feit, dat de vergel^king «» — ém^-hln — 6=0, 

ontstaan door ^i^Zllli!^ZIliL?}--«(2««— 3» + 3) nul te stellen, bij ver- 

mindering der wortels met drie in «j3-f5»^'-|-10»^-|-ö = overgaat, en dan 
geen variatie meer vertoont. 
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op die oppervlakken. Deze uitbreiding neemt haar schoonsten vorm 
aan voor het geval, dat het projectieoppervlak een oppervlak van 
deu tweeden graad is ; waarbij dan de oppervlakkenbundel uit geljjk- 
middelpuntige, gelijkstandige en gelijkvormige oppervlakken bestaat. 
Al deze normalen uit P liggen dan op een kegel van den tweeden 
graad , enz. *) 

De door Stbiner aangebrachte uitbreiding geeft aanleiding tot de 
vraag, wat de meetkundige plaats van de projecties van P en Mie 
van de normalen uit P op de oppervlakken van een geheel alge- 
meenen oppervlakkenbundel van den «**«" graad wordt; deze vraag 
zal later behandeling vinden. 

14. In twee stukken, waarvan het eerste voornamelijk over voet- 
puntskrommen ^) en voetpuntsoppervlakken handelt , heeft R. Sturm 



*) De stelling op blz. 339, Joum. v. CreUe^ Bd. 49, die gemakkelijk bewe- 
zen wordt door de constructie van de paiabool, die ten opzichte van de gege- 
vene kegelsnede de wederkeerige poolkromme is van de b^ een pant P behoo- 
rende kromme Q^ gaat in de raimte over in de volgende: 

De zes vlakken, die een oppervlak van den tweeden graad aanraken in de zes 
voetpnnten van de normalen nit een willekeurig pont P op het oppervlak neer- 
gelaten, bepalen eene ruimtekromme i{,, die deze vlakken tot oscolatievlakken 
heeft. Deze kromme is een ruimteparabool (de ;,raumliche Parabel" van Set- 
DEWiTZ, vergel^k Gbunebt's Jrehiv, Bd. 10, blz. 212); zg heeft tevens de 
drie hoofdvlakken van het oppervlak van den tweeden graad tot osculatie vlakken. 

^ Behalve de stelling, dat de doorgangen van eene lijn en een vlak, die lood- 
recht op elkaar staan, met het vlak in het oneindige pool en pooUijn zijn met 
betrekking tot den onbestaanbaren cirkel, die in dit vlak gelegen is, maakt 
Stubm bij de afleiding van zyn uitkomsten langs synthetischen weg van de vol- 
gende eenvoudige waarheden gebruik. 

,; Wanneer het eene been van een rechten hoek door een vast punt gaat en het 
hoekpunt zich langs eene gegeven lijn beweegt, omhult het andere been eene pa- 
rabool, die het vaste punt tot brandpunt en de gegeven l^n tot raakliju aan de 
top heeft." 

,v Wanneer het eene vlak van een rechten tweevlakshoek door eene vaste lijn 
gaat, terw^l de ribbe zich in een gegeven vlak verplaatst, omhult het andere 
vlak een parabolischen cilinder, die de gegeven l^n tot brandlijn en het gegeven 
vlak tot raakvlak heeft langs de toplijn." 

jyDe vlakken, die in de sn^punten van de door een vast punt gaande lijnen 
met een gegeven vlak loodrecht op deze l^nen staan, omhullen eene omwente- 
lingsparaboloïde, die het vaste punt tot brandpunt en het gegeven vlak tot top- 
raakvlak heeft." 

In deze buitengewoon verdienstelijke verhandeling (Maihematuche Jnnalen, 
Bd. VI, blz. 241) is op blz. 249, waar de klasse van het voetpuntsoppervlak van 
een algemeen oppervlak van de side klasse ten tweeden male bepaald wordt, eene 
fout ingeslopen. Van regel 8 af aan leze men het volgende: 



i 
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zich ook met het vraagstuk der normalen bezig gehouden. Het is 
zijne verdienste in het tweede stuk ») voor het eerst algemeen te 
hebben aangetoond, dat de projectie van eene rechte lijn op een 
oppervlak van den »<**" graad, van de «*<*« klasse en van den H«" 
rang— korter gezegd een oppervlak (», w, r) — eene ruimtekromme 
van den w + r^«" graad, dat de projectie van een willekeurig punt 
op zulk een oppervlak uit n-\-m-\-r punten samengesteld is. Hiermede 
heeft Stuum zich op het meest algemeene standpunt geplaatst, dat 

het vraagstuk toelaat. 

De vraag, hoe men de reductie van den graad n* der projectie 
van eene rechte lijn op een oppervlak JP„ van haar maximumwaard^ 
«* tot de waarde n-\-r verklaren kan uit de oorzaken, die den rang 
van Fn doen verminderen van »(»—!) tot r, stel ik thans ter zijde, 
als minder rechtstreeks in verband staande tot mijn onderwerp, waarmede 
ik na dit inleidend kritisch overzicht wensch te beginnen *). 

„Die erste Polarflache eines zweiten Punktes P, hat mit der des ersten ausser 
C*, eine Curve R gemein von der Ordnung 2w'— 1 (denn (2ffli--l)2— 2(»j--l)2= 
=:2»i»— 1); der Kugel A begegnet sie noch in einer Curve T, , die ahnlich 
beschaffen ist wie V; V und F, treflfen sich in 2w* Punkten; so viele Punkte 
bat demnacb R mit A ausserhalb (7*, gemein; folglich begegnen sicb U und C*, 
in 2(ï«* — 1) Punkten; nnter diesen sind die 2«(«»— 1) festen Cuspidalpunkte 
und also 2(«— 1) mit den beiden Polen P und /'j sicb andernde. In den 
ersteren berübrt U die Flache ^, bat also mit ibr je »i+l Punkte gemein, 
in den anderen nur w; der w-facbe Punkt O liegt auf jeder ersten Polarflache 
(«-_l).facb, folglich ist er ein «(na— l)»-facher Begegnungspunkt von R und 
2^; ausser diesen auf C», oder in O befindlichen Punkten baben JK und 2* noch 

2i«(2w" — l) — 2»i («—!)(» 4-1)— 2«(i»—l)—»i(«—l)* =«(»* + 1) 
gemeinsame Punkte: die Berübrungspnnkte der von T^^ an 2* gelegten Tangen- 
tialebenen." 

Be fout is veroorzaakt door bet weglaten der dikke 2. 

1) Deze tweede verhandeling komt voor in bet volgende deel der Math, Annalen 
(deel VIT, 1874, blz. 567). De bedoelde stelling omtrent bet aantal der nor- 
malen, die bier eerst wordt bewezen, was reeds in bet eerste stuk als zeer 
waarschijnlijk uitgesproken; daar was reeds aangetoond, dat zij niet alleen voor 
oppervlakken maar ook voor ruimtekrommen doorgaat, mits men dan «, «i en 
r door hun waarden O, v en ^ (waarbij y de graad en q de klasse der kromme 
voorstelt) vervangt. 

In dit tweede stuk verbindt Stubm aan bet bewijs van de stelling omtrent 
het aantal der normalen de beschouwing van het oppervlak, dat omhuld wordt 
door de vlakken, die JF» volgens eene hoofddoorsnede snijden, en tevens de meet- 
kundige plaats is van de krommingsmiddelpnnten van i^«. Dit oppervlak, „die 
Flacbe der Centra" van een algemeen oppervlak Z„ blijkt daarb^ (zie t. a. p. 
blz. 572, regel 10 en 12) van den 2,«(«— 1)(2» — l)den graad en van de 
2»(»> — n — l)ste klasse te zijn; weldra zal ik er nog eens naar moeten verwijzen. 

^) Waar ik bierbij reeds gevondene zaken behandelen moet, zal ik dit vermelden. 
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15. Het oppervlak der op eetie lijn l rustende normalen 
van Fn (d. i. het projecteerend oppervlak van l op Fn) is 
een oppervlak van den »'<*«" graad ^„3. De lijn l is 
«' — «^ -f w-voudige lijn op dit oppervlak, dat bovendien 
nog eene dubbelkromme van den ^»(»— l)(4»-f 1 )(»*—» -1)^*®" 
graad bezit, waarvan l eene 2»^(« — 1)(»* — » — l)-voudige 
koorde is. 

« 

Zijn l en V twee elkaar kruisende lijnen, en JB^i en It\i haar 
projecties, dan hebben deze krommen (vergelijk art. 11) n^ punten 
gemeen. Er zijn dus «' normalen aan Fn te trekken, die l en V 
beide snijden; het oppervlak van de normalen, die l snijden, heeft 
met V dus »* punten gemeen, en is derhalve van den »^<*«" graad. 

Dit blijkt ook uit de doorsnede van het gevraagde oppervlak met 
een willekeurig vlak A door l. Deze doorsnede kan alleen bestaan uit 
de »' — »* -f «-maal getelde lijn l, — die eene »' — «* -f »-vou- 
dige lijn is van het oppervlak, omdat er door ieder harer punten 
zooveel normalen gaan — en uit de »*— » normalen aan Fm die 
in A gelegen zijn. 

Behalve de veelvoudige lijn l bevat het projecteerend oppervlak 
Fnz eene dubbelkromme, die de meetkundige plaats is van de 

^ -^ snijpunten der «* — « in ieder vlak A door l 

gelegene normalen van F^» Gebeurt het ^-maal, dat twee in eenig 
vlak door l gelegene normalen van Fn elkaar op l snijden, dan 

is de graad dier dubbelkromme k + ^ ; ter bepaling 

van dien graad moet dus k gezocht worden. Deze grootheid k 
wordt gemakkelijk gevonden, zoodra men de klasse van het krom- 
mingsoppervlak kent. En zij voert op haar beurt dan weer tot de 
kennis van den graad van dit oppervlak. Hieromtrent moet ik naar 
elders verwijzen *). 



1) Reeds voor Sturh den graad van het projecteerende oppervlak en graad 
en klasse van het krommingsoppervlak ecner willekeurige F» in 1874 bepaalde, 
had Darboux in 1870 dit met betrekking tot een algemeen oppervlak van den 
»den graad gedaan. Ik geloof nu|jne lezers een dienst te bewezen, wanneer ik 
eene korte uiteenzetting geef van zijne methode {Gompres Rendus 1870, deel 
LXX, blz. 1328) en daarvan een in mijne behandeling passend geheel maak. 

«De twee vlakken door elke normaal van Fm, die dit oppervlak volgens een 
hoofddoorsnede snijden , omhullen een oppervlak van de klasse 2n(n* — » — 1)." 

De projectie van /op F» is, als de basiskromme van een oppervlakkenbundel 
van den «<*en graad, eene kromme van den rang 2»*(« — 1). Het ontwikkelbaar 
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16. De ,/Socia" van de projectie eener rechte lijn l opF^ is 
een kromme Rn^in-i)» waarvan het aantal schijnbare dub- 



oppervlak, waarvan zij de keerlijn is, snijdt / das in 2n*{n — 1) punten; wijl 
elk der pnnten, die l met F, gemeen heeft, voor twee van deze 2n* {n — 1) 
snijpanten telt, liggen er 2n(»* — n — 1) van deze bniten Fm op /. Terwijl nu een 
vlak door l en de normaal in een der snijpunten van Fm met l het oppervlak Fm in 
het algemeen niet volgens een hoofdsnede snijdt, is dit klaarblijkelijk wel het 
geval met elk der 2n {n* — n — 1) vlakken, die men door / en een der 2n{n^ — n+1) 
bniten Fm op / rustende raaklijnen van het bedoeld? ontwikkelbare oppervlak 
aanbrengen kan. En w^l omgekeerd ieder vlak door l, dat Fm volgens eene hoofd- 
snede snijdt, het ontwikkelbare oppeivlak sneden moet volgens eene op / rustende 
beschrijvende lijn, is het aantal der door eene willekeurige lijn gaande hoofdsnede- 
vlakken 2«(«* — n — 1), en het door deze vlakken omhulde oppervlak dus van 
de aangegevene klasse. 

jyDit oppervlak is identisch met het krommingsoppervlak van Fn (de meet- 
kundige plaats van de krommingsmiddelpunten der hoofdsneden)." 

Dit volgt uit een blik op figuur (1). Is O een willekeurig punt van F , 
XOIJ het raakvlak en OZ de normaal in dit punt; zijn OX en OU de 
raaklgnen aan de kromtelijnen OJBCD,,,. en OJ^B^C^D^,,,. van F^ 
door O; afiyd , ., en «j /?, y, ^^i . ., de opeenvolgende krommingsmiddelpunten 
van deze krommen, en dus punten van het krommingsoppervlak van F,; geeft 
eindel^k P een niet op de kromtel^nen door O nab^ O gelegen punt aan van 
Fm, waarvoor P^ en PJ^ de raaklijnen aan de kromtelijnen voorstellen; dan 
zal de normaal in P op Fm de normalen in A en A^ moeten sneden, en er 
door de vier normalen in O, J, J^ en P eene figuur ontstaan, die met dikkere 
lijnen is aangegeven. Uit deze figunr bl^kt, dat het hoofdvlak YOZ, waarvan 
ce^ het krommingsmiddelpunt is, het krommingsoppervlak in a aanraakt. Want 
dit hoofdvlak bevat twee raaklijnen in a aan het krommingsoppervlak, namelijk 
de Ign onr (evenwijdig aan OT) en de normaal Oa (die raaklijn is, wijl ze be- 
halve het snijpunt n van Oa met de rechts gelegene normaal Ja ook het snij- 
punt a van Oa met de links gelegene normaal bevat). Evenzoo is ^0^ raak- 
vlak in «, aan het krommingsoppervlak. Ieder hoofdvlak raakt dus het krom- 
mingsoppervlak Éan, en omgekeerd is ieder raakvlak aan dit oppervlak een hoofd- 
vlak van F». 

„Het bovenbedoelde getal k bedraagt 2«» (« — 1)(»* —«—!)." 

Met een punt van / komen n* — n*-^n normalen van Fn, en, zoo men door 
/en ieders dier normalen een vlak brengt, «* — «*-f« vlakken door / overeen; 
in ieder vlak door l liggen «» — n normalen van Fn, en, zoo men de snijpun- 
ten van deze normalen en / met het vlak laat overeenkomen, komen omgekeerd 
met een vlak door / een aantal n* — « punten op l overeen. Is k de verander- 
lijke, die het punt op /, f4. de veranderlijke, die het vlak door / kenmerkt, dan 
is de betrekking tusschen il en /» dus van den ^/* — n^^^ graad in A en van den 
«» — «>-f «den graad in ^. Zy kan dus, als do coëfficiënten «,, «j... enz. 
vormen van den n* — «> -f «den graad in f* voorstellen, in de gedaante 

«o'L'*"" + «. ^•*- — >+...«* ^•*-'-* +...«. »-.-i^ + «•»-• = ^--<^> 
geschreven worden. Het samenvallen van twee waarden van X voor dezelfde 

waarde van ^, — en dit is de voorwaarde, dat twee van de »» — » in een vlak 

3 
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belpunten ^a*(«— !)• («+1)(»^"" »■"!)» ^^ ^^t aantal snijpun- 
ten met de projectie Rn^ zelve »'(»*—!) bedraagt. Zij is 
de volledige doorsnede van Fn met een oppervlak Fn^n^-ir 



door l gelegen normalen / in hetzelfde punt sneden, — is, als de discriminante 
van de vergelijking (1) in X, van den 2(«* — n — l)sten graad in de coëfficiën- 
ten a en dus van den 2(«* — n — 1) («' — «*-f «)<len graad in /♦; zoodat er 
2(«* — n — !)(«* — «*+«) vlakken door / te brengen zijn, waarvoor twee der 
in het vlak gelegen normalen op Fn de lijn / in hetzelfde punt snijden. 

Niet al deze op l gevondene punten zijn echter punten van de dubhelkromme op 
Fn3. Onder de bovengenoemde vlakken door l komen namelijk de 2«(«* — n — 1) 
hoofddoorsnedevlakken voor van F„ , die door l gaan. Immers deze vlakken be- 
vatten twee op elkaar volgende normalen van F^ , die l in twee opvolgende 
punten snijden; zoodat de vergelijking (1), voor de overeenkomstige waarden van 
fif twee oneindig weinig van elkaar verschillende wortels l heeft. En deze vlak- 
ken leveren geen op / gelegen punt van de dubhelkromme op, wijl de twee op- 
volgende normalen elkaar in het krommiugsmiddelpunt der hoofddoorsnede snijden, 
en dit niet op / ligt. Het aantal k is dus 2(«* — n — 1) («* — «* + n) — 2«(a* — n — 1) 

of 2«*(«— 1) («*—« — 1) 

„Het krommingsoppervlak is van den 2»(« — 1)(2« — !)«*«» graad." 

Zijn b^, bj ... enz. vormen van den «■ — «den graad in X, dan kan vergely- 

king (1) ook geschreven worden in den vorm 

Het samenvallen van twee waarden van u voor dezelfde waarde van A is, als 
de discriminante van deze vergelijking, van den 2(«* — «.* -f « — Ijsten graad in 
de coëfficiënten b, en dus van den 2(«* — «*4« — !)(«* — n)^^ graad in il. Er 

zijn dus zooveel punten op / aan te wijzen, waarvoor twee der «» »'-f » 

bij dit punt behoorende normalen aan F^ met / in hetzelfde vlak liggen. 

Niet al deze vlakken door / leveren echter punten op van de dubhelkromme 
van Fn», Veeleer bestaat het aantal dezer punten nit de vereeniging van de 
punten, die l met de bedoelde dubhelkromme gemeen heeft, met de punten , waarin 
7 het krommingsoppervlak sn^dt. In de sn^punten van l met dit oppervlak 
zullen namelijk van de n' — «■ — « normalen, die men uit dit punt van F^, trek- 
ken kan, er twee onmiddellijk naast elkaar liggen, zonder dat ze met l in een 
vlak gelegen zijn, daar ze gelegen zijn in het niet door / gaand hoofddoor- 
snedevlak ; terw^l ze toch liggen in twee onmiddell^k op elkaar volgende vlak- 
ken door l, en ze dus in het boven gevondene aantal begrepen zijn. 

Wijl nu l, zooals gevonden is, 2«» (« — 1)(«» — « — 1) punten met de dubbel- 
kromme van Fna gemeen heeft, moet zij het krommingsoppervlak van Fn 
in 2 («»—«» + « — l) («»—«)— 2«»(«— !)(«»— « — 1) d.i. in 2«(«-.l)(2«— 1) 
punten snijden [Bij Stürm, Math, Jnn,, Bd. "VII, Wz. 572, regel 12, staat bij 
vergissing 2« (« — 1)(2« + 1)]. 

In het 81sie deel van Cbelie's Journal heeft Caspabt onder het opschrift 
„Bie KrümmungsfdiUelpunktsflaehe des elliptisehen Paraboldïds" OTïiaiïf^s eene ver- 
handeling geleverd, waarin hij aantoont, dat dit oppervlak bij de elliptische pa- 
raboloide van den negenden graad en van de vierde klasse en zijne dubhelkromme 
de niet ontaardende doormede is van een /*, met een F^ 



h* 



\ 
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Onder de socia der projectie versta ik de kromme, die met deze 
projectie de totale doorsnede vormt van F^ met het projecteerend 
oppervlak F^^' Uit deze bepaling volgt gemakkelijk het bovenstaande. 
Terwijl namelijk het projectieoppervlak een F^ en het projecteerend 
oppervlak een F^* is > zal de totale doorsnede van beide eene kromme 
R,^H zijn, waarvan de projectie B^^ een deel is; zoodat het over- 
blijvende deel, de socia van R^^j ^^ne kromme J^n^..»» zijn moet. 
En uit de bekende formules 

v,(«,^l)(»,~l) = 2A,+y,v,-9 ƒ' ^ ^ 

die de graden «, en «, der beide oppervlakken, de graden v, en 
V., van de beide deelen der doorsnede, het aantal A, en h^ van de 
schijnbare dubbelpunten dier krommen, en het aantal q harcr snij- 
punten met elkaar verbinden, volgt door substitutie van de waarden 

«, =w ni=:n^ i V, =w*, v, z=:n^ (n' - 1) en Aj =. J»' (» - 1)*, 

dat /*, =ii»»(» -1)^ (»+!)(»» -»-l) en q=n^u^-l) is. 

Dit kan ook hieruit worden afgeleid, dat de socia de volledige 
doorsnede is van Fn met een oppervlak JP'itcn*-!)» wat weer volgt 
uit de bekende stelling: Als de doorsnede van twee oppervlakken 
^n-\'ni en Fn (waarbij «,>») ontaardt in twee krommen, van 
welke er eene de volledige doorsnede van F, met een tweede oppervlak 
Gn is, dan gaat er door de andere eene reeks van oppervlakken Gn i '). 

17. De socia van de projectie eener rechte li^'n heeft in 
elk snijpunt van l met Fn een vlak («*+!)(» — l)-voudig 
punt; elk dezer punten vertegenwoordigt (»-+!)(«— 1) 
snijpunten van deze projectie met hare socia. Buiten deze 
punten om hebben beide krommen nog «(»~1)(«' — 1) 
punten gemeen. En buiten deze punten om heeft de socia 
nog |»(« — 1)(4»*— 5»* — 5»*—ii + 2) dubbelpunten. 

Door ieder snijpunt van l met Fn gaat eene normaal, dié in dit 
punt, en «' — »*+« — 1 of (»'-fl)(» — 1) normalen, die elders 
loodrecht staan op l; daarom is dit punt enkelvoudig op de projectie 
van l en (n'-f 1)(»— l)-voudig op hare socia. Het aantal snij- 



1) Vergelijk Crehona-Cubtzï, Oèêrjlaehen, biz. 96, regel O van onderen enz. 
Het denkbeeld der socia heb ik ontleend aan een niterst eenvoudig vraagstuk 
uit de laatste reeks van Briot en BouqvET „Lefons de geometrie analiftique". 
Vraagstuk 20, waar deze kromme eene kegelsnede wordt. 

3* 
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^ 

punten van projectie en socia buiten deze punten om is derhalve 
«»(»'-l)-«(«* +!)(»- 1) of «(«-l)(«3-.l). 

Verder snijdt de dubbelkromme van Fn» bet oppervlak F^ in 
I»* (« — l)v4« + l)(»2— » — 1) punten; wijl deze punten, allen buiten 
l gelegen, of snijpunten zijn van projectie en socia, of dubbelpunten 
van de socia, heeft de laatste buiten l nog 

dubbelpunten. 

18. Voor ik overga tot het projecteeren van punten en lijnen op 
een samenstel van oppervlakken van den n^^^ graad, wensch ik enkele 
bizonderheden aan te wijzen, die zich, in geval » = 2 is, voordoen. 
Daarbij onderstel ik eerst met een willekeurig oppervlak F^ met een 
middelpunt te doen te hebben. 

Dat er in ieder vlak V twee normalen aan F^ te trekken zijn, blijkt 
ook als volgt. Snijdt een willekeurig vlak het oppervlak F^ volgens 
de kroinme Cj, ffig. 2), dan zal de normaal CE, in een punt C van 
Cj op F^ opgericht , in dit vlak liggen , wanneer het raakvlak in C aan 
F^ loodrecht op dit vlak staat, en de raaklijn iri C aan (7, dus gaat 
door het voetpunt P van de loodlijn, uit de pool van het vlak ten 
opzichte van F^ op het vlak nedergelaten. En nu zijn er uit dit 
voetpunt P twee raaklijnen aan C^ te trekken * ). 

Terwijl het punt P bij ieder vlak door het middelpunt in eene 



I) De meetkundige plaats der voetpunten P van de loodlijnen, uit de polen 
van de om eene lijn l draaiende vlakken op die vlakken nedergelaten, is eene kromme 
R^ , die / tot koorde heeft. De punten op de wederkeerige poolI\jn /, van l 
komen namelijk achtereenvolgens projectief overeen met hun pool vlakken, met 
de vlakken door l loodrecht op deze, en met de snijpunten van deze laatste 
vlakken met /,. De beide alzoo op /^ ontstane projectieve puntreeksen hebben 
twee dubbelpunten; de voetpunten van de loodlijnen, uit deze punten op hun 
poolvlakken neergelaten, liggen in/, en zijn de punten, die de gezochte kromme 
met l gemeen heeft. En wijl nu ieder vlak door l buiten deze punten om slechts 
één punt P bevat, is de kromme eene R^, 

De punten, die R^ met / gemeen heeft, liggen niet op F^, wijl de willekeurig 
met betrekking tot F^ aangenomen lijn l in het algemeen niet gelegen is in 
een der beide, door de normaal in elk der beide sn^punten ^ en ^ van l met 
F^ gaande, vlakken van hoofdkromming van F^, De kromme R^ snijdt F^ dus 
in zes andere punten; twee van deze zijn de snijpunten van l^ met F^^ de vier 
andere zijn de punten, waarin R^ , de projectie van /, aangeraakt wordt door een der 
vereenigingsl^nen Cl) (tig. 2), die — wyl ze drie punten met het bij l behoorende op- 
pervlak Ö, gemeen hebben, namelijk (7, J> en het snijpunt met / — op dit opper- 
vlak de beschrijvende lijnen vormen van het stel, waartoe l niet behoort. En 
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bepaalde richting in het oneindige ligt, is deze richting onbepaald 
bij de symmetrievlakken van F^, ledere normaal aan de in zulk 
een vlak gelegene kromme van doorsnede, is ook normaal van F^. 
En daar er door een punt in het oneindige slechts twee normalen 
te trekken zijn, wier voetpunten in het eindige liggen (de raakpunten 
van F^ met vlakken, waarop de loodlijnen door dit punt in het 
oneindige gaan) is het vlak in het oneindige in dit opzicht niet van 
de symmetrievlakken onderscheiden. Omdat er door ieder punt dier 
vlakken vier in die vlakken gelegen normalen gaan, noemt men 
deze vlakken viervoudige vlakken van het stralenstelsel der normalen , 
hier van de tweede klasse en den zesden graad. 

Uit het algemeene geval blijkt, dat de socia van de projectie 
eener rechte lijn l op F^ (de meetkundige plaats van de punten 
JS^ en ^ bij wenteling van het vlak om l) een kronune R^^ v& met 
30 schijnbare dubbelpunten, die de snijpunten ^ en ^ van l met 
F^ tot vlakke vijfvoudige punten, bovendien nog vier dubbelpunten 
heeft, en de projectie iZ^ van l buiten A en J^omin nog 14 punten 
snijdt. Hier is het aantal dubbelpunten van deze socia ook langs 
anderen weg te bepalen. Want daar de projectie en hare socia hier 
punt voor punt met elkaar overeenstemmen, hebben beide krommen 
hetzelfde geslacht. Zoodat het aantal dubbelpunten D van de socia 
wordt aangegeven door de vergel^king 

11X10 ^ ^, 3X2 , 
2 2 

en dus 24 is, of buiten de vijfvoudige punten ^ en ^ om 4. 

Verder is de dubbelkromme van het projecteerend oppervlak F^ 
van l eene kromme R^ , waarvan l een achtvoudige koorde is ; deze 
kromme snijdt F^ dus in 18 punten, die hier gemakkelijk kunnen 
worden aangewezen. Een op F^ gelegen punt van R^ moet namel^k 
een punt Q zijn, waarin de twee punten F en F samenvallen, en 
dan is het een dubbelpunt van de socia; of het moet een punt Q 
zijn, waarin een der beide punten F en F met C oï D samenvalt, 



dat er werkelijk vier beschrijvende Ignen van dit stel R^ aanraken , dit volgt ook 
hieruit, dat B^ een kromme is van den achtsten rang, en z\j dus buiten de dub- 
beltéllende raaklijnen in ^ en ^ nog vier raaklijnen heeft, die op / rusten. 

Vergelijk omtrent de kromme iZ, — een „raumliche Ellipse", wijl ze slechts een 
(bestaanbaar) punt met F^^ gemeen heeft, namelijk het punt, waar de loodl^n, 
uit het oneindig ver gelegen punt van l^ op het poolvlak van dit punt neerge- 
laten, dit poolvlak sn^dt — Reije t. a. p., II, blz. 235, Vr. 129. 
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en dan is het een snijpunt van de socia met de projectie. De 
achttien snijpunten van Rg met F, — en hieronder komen A ea B 
niet voor — zijn dus de vier dubbelpunten van de socia en de 
veertien snijpunten van de projectie en de socia. Ook langs dezen 
weg had kunnen blijken, dat de dubfoelkromme van F^ een R^ is; 
want ze snijdt J^, in achttien punten. 

19. De lijnen l, waarvan de projectie op F^ uit eene 
rechte lijn en eene deze laatste tweemaal snijdende 
kromme R^ bestaat, vormen een stralenstelsel van den 
twaalfden graad en van de vierde klasse, waarvan de 
symmetrievlakken en het vlak in het oneindige twee- 
voudige dubbelvlakken zyn. 

Wanneer men het samenstel van krommen, waarin een oppervlak 
Fn gesneden wordt door de oppervlakken van een oppervlakkennet 
van den »<*"» graad (d. i. de verzameling van alle oppervlakken F^t 

door — 2 punten), waartoe Fn^ niet behoort, een net 

van ruimtekrommen Rn% op Fn noemt; dan vormen de krommen 
72 4 op Fj , die de projecties zijn van alle lijnen l door een punt P, 
een net van ruimtekrommen i2^ op F^. Beschouwt men de krommen 
R^ namelijk als de doorsneden van Fj met het samenstel van opper- 
vlakken G^ , die op de wijze van art. 10 bij de lijnen l door P 
behooren, — welke oppervlakken, wijl ze door de zes projecties j? van 
P en door P gaan, een oppervlakkennet vormen, — dan maken deze 
krommen, volgens het bovenstaande, een net van ruimtekrommen 
22 4 op F, uit '). Wijl men een oppervlak G bepaalt door het aan- 
nemen van twee willekeurige punten naast de zeven basispunten, en 
men deze twee punten, zonder aan de algemeenheid te kort te doen, 
op Fj aannemen kan, bepaalt men ook een R^ op Fj, die de 
projectie is van eene lijn door P, wanneer men naast de zes punten 
p twee willekeurige punten op Fj aanneemt. 

De stralenbundel om P in de ruimte nu is projectief met zijne 
projectie, het krommennet i?^ op Fj. Terwijl het namelijk duidelijk 
is, dat met elke lijn door P eene kromme jR^ overeenstemt, is het 



1) Deze krommen vormen echter geen krommennet van de algemeenste soort. 
Bij een geheel willekeurig krommennet komen namelijk geen basispunten, geen 
aan alle krommen gemeenschappelijke punten voor; wat in het beschouwde geval 
zich voordoet, daar alle krommen de zes projecties p van P gemeen hebben. 
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ook niet moeielijk aan te wijzen, dat omgekeerd met elke kromme 
^4 op t\^ door de zes punten j9 gebracht, ééne lijn l door P over- 
eenstemt. Neemt men ter bepaling Yan ziilk eene kromme R^ namelijk 
twee punten C willekeurig op F, aan, dan zal er uit P in het alge- 
meen slechts eene lijn l te trekken zijn , die rust op de in de punten 
C op Fj opgerichte normalen; deze lijn komt met de aangenomene 
kromme R^ overeen. 

Wil men nu, dat met eene lijn door P eene kromme overeenstemt, 
die in een R^ en eene harer koorden ontaardt, dan moet men — 
wijl er van de zes punten j9, die de projectie zijn van P, in het 
algemeen geen twee op eene beschrijvende lijn van F^ gelegen zijn — 
de twee bepalende punten C op eene der twaalf rechte lijnen van F^ 
aannemen , die paarsgewijs door de zes punten p gaan. Want zoodra 
de kromme R^ (die als basiskromme eene kromme is van de eerste 
soort) met eene rechte lijn drie punten gemeen heeft, moet zij deze be- 
vatten. Door ieder punt P gaan dus twaalf lijnen Z, waarvoor de 
bedoelde ontaarding van de projectie plaats vindt ^)t 

De normalen , die in de verschillende punten eener op F^ gelegene 
l\jn m loodrecht op F^ staan, vormen, zoo als bekend is, eene hyper- 
bolische paraboloïde , waarvan een der richtvlakken loodrecht op m 
staat. Wil zulk eene paraboloïde een willekeurig aangenomen vlak 
V volgens eene rechte lijn l snijden, waarvoor de aangegevene ont- 
aarding van 72 1 plaats heeft, dan moet V met dit oppervlak nog 
eene rechte l\jn gemeen hebben, die dan, als b hoorende tot het van 
l verschillende stel, eene normaal moet zijn. Daar er nu in V twee 
normalen van F^ liggen, en er door de beide voetpunten van deze 
vier beschrgvende lijnen van F^ gaan, liggen er in elk vlak V vier 
lijnen Z, waarvan de projectie eene rechte lijn bevat. 

In de symmetrievlakken is het echter anders gesteld. Door een 
punt P van een symmetrievlak V gaan twee normalen, waarvan de 
voetpunten buiten V en symmetriek met betrekking tot dit vlak 
gelegen zijn. Door deze beide punten gaan vier beschrijvende lijnen, 
waarvan de hyperbolische paraboloïde der normalen V volgens eene 
l^n snijdt, die door P gaat. Deze lijnen vallen echter, van wege 
de symmetrische ligging der beide voetpunten met betrekking tot F, 



1) Dit deel der stelling is, voor zoover het op het krommcnnet hetrekking 
heeft, langs geheel anderen weg bewezen door Cukmona, voor het geval dat het 
krommennet geen basispunten heeft; vergelijk CBbMONA-CuuTZK , Oberjlücfien , 
blz. 157. 
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twee aan twee samen. Zij omhullen dus in V eene dubbel te tellen 
kegelsnede. En ditzelfde kan van het vlak V^ bewezen worden. 

20. De lijnen Z, waarvan de projectie op "F^ uit twee 
vlakke krommen bestaat, — en wel zoodanig, dater drie 
van de zes projecties jp van ieder punt P van l in elk 
der beide vlakken liggen, — vormen een stralenstelsel 
van den tienden graad en van de zesde klasse. De 
vlakken, waarin deze projecties gelegen zijn, omhullen 
een oppervlak van de vierde klasse, waarvan de raak- 
vlakken paarsgewijs met elkaar overeenkomen. 

Wil men, dat de lijn l door P twee vlakke krommen tot projectie 
heeft, dan moet men de beide punten C, die naast de zes basispunten 
p de projectie Ri^ van l individualiseeren, in een der twintig vlakken 
aannemen, die men door de zes punten jt?, drie aan drie genomen, 
brengen kan. Omdat B,,^ namelgk geen vijf punten met een vlak 
gemeen kan hebben, zonder voor dit deel — en dit deel is hier 
eene kegelsnede — in het vlak te liggen, gaat zij in elk dier gevallen 
in twee kegelsneden over. De twintig bedoelde vlakken geven dus ^ 
paarsgew^'s aanleiding tot de bepaling van tien lijnen door P, 
waarvan de projectie uit twee elkaar in twee punten snijdende kegel- 
sneden bestaat '). 

ledere lijn l in een synunetrievlak V heeft twee vlakke krommen 
tot projectie; in het algemeen liggen er dan echter vier projecties 
j9 van een punt P van Z in F, terwijl de beide anderen symmetrisch 
geplaatst zijn ten opzichte van F, en deze twee projecties, behoorende 
bij verschillende punten P van Z, in een vlak loodrecht op F liggen. 
Voor eene lijn in V^ is het eveneens gesteld, mits men het hier 
onbepaalde vlak er loodrecht op vervange door een vlak door het 
middelpunt. Alleen voor de doorsneden van een symmetrievlak met 
de drie anderen (het vlak V^ ook als symmetrievlak beschouwd), 
gebeurt het voor ieder punt tweemaal , dat de zes projecties drie aan 
drie in de symmetrievlakken liggen; wijl deze lijnen dubbel tellen, 
liggen er dus zes 1^'nen Z, waarvoor de projectie zich in twee vlakke 
krommen splitst, in elk symmetrievlak, en derhalve ook in elk ander 
vlak. 

De vlakken, die door eene lijn m gaan, en waarvan de doorsneden 
met fj de „halve projecties" eener rechte lijn l kunnen vormen, 



1) Vergelijk Crehona-Cuktzë, Oberjlüehen, blz. 157. 
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hebben de eigenschap, dat het snijpunt Q van de normalen, die er in 
liggen, op F^ ligt. Want als het snijpunt van l met zulk een vlak 
buiten F gelegen was, zouden er van dit punt geen drie der zes 
projecties in dit vlak kunnen liggen, {wijl een vlak geen drie nor- 
malen bevat). En ligt dit punt op F^ , dan is het ook het snijpunt 
der twee in het vlak gelegen normalen, wijl er anders door dit punt 
geen drie normalen kunnen gaan , wier voetpunten in het vlak liggen. 
Door m gaan das evenveel van de bedoelde vlakken als de socia 
van de projectie van m dubbelpunten heeft, dus vier, enz.'). 

21. Even stip ik hier de verandering aan, die het aantal der 
door een punt gaande normalen van F^ in sommige bizondere ge- 
vallen ondergaat. Wordt het oppervlak F^ aangeraakt door het vlak 
F^, dan is de lijn, die het aangenomen punt P met het raakpunt 
van dit vlak vereenigt, — de lijn dus uit F evenwijdig aan de as 
der paraboloïde getrokken — onder de zes normalen begrepen, 
omdat het vlak F^^ loodrecht staat op iedere lijn , die er niet in ligt. 
Is F^ een kegelvlak, dan komt de l^n, die F met de top vereenigt, 
tweemaal onder het zestal voor, omdat ieder vlak door de top van 
den kegel een tweevoudig raakvlak is ; eveneens vult bij den cilinder 
de lijn door P evenwijdig aan de as de vier normalen uit F aan 
de doorsnede door F loodrecht op de as tot zes aan. Is F^ een 
omwentelingslichaam, dan vormen de twee lijnen, uit F naar de in 
hét vlak loodrecht op de as gelegene oneindige cirkelpunten, met de 
vier normalen aan de door F gaande meridiaankromme , de zes nor- 
malen. 

De projectie van eene willekeurig geplaatste lijn zal ook in de 
genoemde bizondere gevallen nog eene enkelvoudige kromme R^ van 
de eerste soort zijn. Is F^ een kegelvlak, dan heeft deze E\ voor 
iedere lijn l de kegeltop tot dubbelpunt, omdat l het kegelvlak, ge- 
vormd door de loodlijnen in de top op de raakvlakken van den 
gegeven kegel opgericht, in twee punten snijdt. 



>) Deze uitkomst komt overeen met hetgeen langs analytiscben weg gevonden 
is door Desboves (Nouv. Jnn, deMath., Tweede Serie, II, blz. 228). Vergelijk 
ook Cbasles's Rapport mr les progrh de la Geometrie, blz. 369. 

De bedoelde l\jnen, wier projectie ait twee vlakke krommen bestaat, geven nog 
tot twee andere stralenstelsels aanleiding; het eerste wordt gevormd door de 
sn^jl^nen dervlakkenparen, het tweede door de verbindingslijnen van de polen der 
vlakkenparen. 
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22. Wanneer de projectie R^ eener rechte lijn zich splitst, ontaardt, 
ook het projecteerend oppervlak der lijn en de socia harer projectie. 
Maakt eene rechte lijn deel uit ran R^, dan vormen de normalen in 
de punten dier rechte Ign op F^ opgericht, zoo als bekend is, eene 
hyperbolische paraboloïde, en moét het met R^ overeenkomend deel 
van het projecteerend oppervlak een F^ z^'n. Gaat li^ over in de 
vereeniging van twee kegelsneden, dan zal F^ moeten bestaan uit 
twee oppervlakken F^^ Want de normalen in de punten eener kegel- 
snede, gelegen in F, opi^, opgericht, vormen een oppervlak, dat met 
F buiten de kegelsnede om alleen twee normalen gemeen heeft, en 
dus van den vierden graad is. £n uit de ontaarding van het po- 
jecteerend oppervlak volgt die van de socia. 

Wat hier omtrent het oppervlak deï normalen in de punten eener 
vlakke doorsnede op F^ opgericht gevonden is, kan onmiddellijk op 
een oppervlak van den i»^®" graad worden uitgebreid. Geheel langs 
denzelfden weg blijkt, dat dit normalenoppervlak bij een F„ van den 
» vermeerderd met »* — » of »*<*«" graad is *). Wat zulk een nor- 
malenoppervlak echter wordt, wanneer men in de plaats der vlakke 
kromme eene ruimtekromme op F„ stelt, — in welk geval het opper- 
vlak den algemeenen, van Mannheim afkomstigen, naam van nor- 
malie behoudt — dit kan eerst later worden aangewezen. 

23. De meetkundige plaats van de projecties van een 
punt op de oppervlakken van een oppervlakkenbundel 
van den n*^^^ graad is eene kromme Rzmt^tm^a die 
2»' — n^ punten met de basiskromme van den bundel 
gemeen heeft. 

De kegel, gevormd door de normalen uit een punt 
op de oppervlakken van den bundel neergelaten, is van 
den 3»* — 2»<^8° graad. 

De meetkundige plaats van de projecteerende krom- 
men j8,»_«_i van P met betrekking tot de oppervlakken 
is een oppervlak van den 2» — 1**«" graad. 

Wat in de eerste alinea van deze stelling begrepen is, wordt ge- 
makkelijk aangetoond , zoodra men weet , dat eene ruimtekromme van 
den v^*^ graad en de p^^ klasse v-|-p normaalvlakken door een punt 



1) Deze BtelÜDg had ook kunnen voeren tot de uitkomst van art. 12. Want 
als eene lijn l het normalenoppervlak in n* punten sc^dt, liggen er n* punten 
van de projectie van l in het vlak. 
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zendt, en er dus uit een willekeurig punt P der ruimte v-f p nor- 
malen aan zulk een kromme kunnen worden getrokken '). Een wil- 
lekeurig oppervlak F„ van den bundel heeft dan namelijk, behalve 
de »'—«* + « projecties van P, nog de punten op de basiskromme 
R„ , van den bundel met de meetkundige plaats gemeen , waarvan de 
normaalvlakken op JR„» door P gaan; en deze punten tellen voorde 
doorsnede van de gezochte meetkundige plaats met het oppervlak F„ 
slechts eenmaal mede, wijl er in den bundel slechts een oppervlak 
begrepen is, dat aangeraakt wordt door het vlak, dat in zulk een 
punt van de basiskromme loodrecht op de verbindingslijn van dit 
punt met P staat. Daar nu het getal v-f p hier in i»^ +2»^(» — 1) 
overgaat^), is het. aantal punten, dat de meetkundige plaats met jP, 

gemeen heeft, «' — «*+* + »*+ ^»* (*"" 1)> ^^ dus de graad der 
gezochte ruimtekromme, dit getal gedeeld door », enz. 

Het punt P is een enkelvoudig punt van de gevondene kromme 
i2s,s.2« + i» daar er slechts een oppervlak van den bundel door P 
gaat; hieruit volgt j dat de kegel die deze kromme uit P projecteert, 
de kegel der normalen, van den 8»* — 2«<*«" graad is'). 

Daar verder de snijpunten van de projecteerende kromme van P 
met Fn de voetpunten zijn van de normalen uit P op F, neergelaten, 
kan de basiskromme van den bundel de in de derde alinea bedoelde 
meetkundige plaats der projecteerende krommen alleen in de 2»* — »* 
voetpunten van de loodlijnen uit P op de basiskromme snijden. Die 
meetkundige plaats moet dus, wijl ze 2»' -~»^ punten met Bj,\ gemeen 
heeft, een oppervlak van den 2» — 1**®" graad vormen. 

Daar de projecteerende kromme van P op F^ ook de meetkundige 
plaats is van de punten , waarvoor de verbindingslijn met P loodrecht 
staat op het poolvlak (art. 12), is de raaklign aan de projecteerende 
kromme in P loodrecht gericht op het poolvlak van P ten opzichte 
van F„, Nu vormen de poolvlakken van P met betrekking tot de 
oppervlakken F„ van den bundel een vlakkenbundel , en de raaklijnen 
in P aan de projecteerende krommen van P, die loodrecht op deze 



' ') Hiervan is het bewijs geleverd door Sturm in het 6de deel der Math. Jnnalen 
(blz. 2591. Ik herhaal dit niet, wijl er niets aan te verbeteren valt, en ik later 
toch zal aanwijzen, hoe de hier behandelde stelling onafhankelijk van het aantal 
der normalen nit een punt aan een mimtekromme te trekken, kan worden aan- 
getoond. 

«) Vergelyk Grehona-Cubtze , Oberflaehen, blz. 100, regel 4. 

3) Hieruit volgt tevens , dat de normalen aan den bundel oppervlakken Fn een 
stralcncomplcx van orde co klasse n(Zn — 2) vormen. 
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vlakken staan, clus een vlak. Zoodat het punt P een enkelvoudig 
punt is van het oppervlak Fj„_|, en het raakvlak in P aan dit 
oppervlak loodrecht staat op de poollijn van P met betrekking tot 
den oppervlakkenbundel ¥„ *). 

24. De meetkundige plaats van de projectie eener 
rechte lijn l op de oppervlakken van een oppervlakken- 
bundel van den »<*«" graad is een oppervlak Fj„, dat 
door de basiskromme van den bundel gaat en de lijn l 
bevat. 

Het gevraagde oppervlak gaat éénmaal door de basiskromme, wijl 
het normaal vlak in een harer punten B de lijn l in één punt snijdt, 
en er één oppervlak in den bundel begrepen is, dat in B het vlak 
loodrecht op de verbindingslijn van B met dit snijpunt aanraakt. 
Een oppervlak F„ uit den bundel heeft met het gevraagde oppervlak 
derhalve de projectie jK„» van l en de basiskromme gemeen; daar 
de doorsnede van F„ met de meetkundige plaats van den 2 «*«*«» 
graad is, is het gevraagde oppervlak dus een Fj». De lijn l ligt 
eenmaal op het oppervlak, daar er door ieder harer punten slechts 
een oppervlak van den bundel gaat, en zulk een punt dus slechts 
éénmaal voetpunt is. 

25. De meetkundige plaats van de punten in een vlak 
F, waarvan de normalen op de door die punten ge- 
brachte oppervlakken van een bundel F„ in V gelegen 
zijn, vormen eene kromme C',„_,, die door de »* snij- 
punten van de basiskromme met V gaat. 

Het oppervlak F2,, dat op de wijze van art. 24 bij een in V 
gelegen lijn l behoort, wordt namelijk door V buiten l om volgens 
een kromme C'j»., gesneden; deze is de bedoelde meetkundige 
plaats. 

De twee oppervlakken Fj„, die bij twee elkaar in P snijdende 
lijnen l behooren, hebben derhalve in het vlak V door de lijnen l 
eene kromme Cj „ _ , gemeen. Behalve deze C^n-\ en de basiskromme 
van den bundel, moet de doorsnede dier beide oppervlakken 7*\„ 



^) Reeds in art. 18 is deze stelling aangekondigd. Z\j neemt voor «=:2 
een zeer eenvondigen en bekenden vorm aan, waarb\j de vereenvoudiging voor 
het geval, dat het vlak V^ tot den vlakkenbnndel behoort, in het oog springt. 
Voor « := 1 drukt het tweede deel er van hetzelfde uit als het derde. 



45 

dus nog een kromme van den 3»* — 2«-f 1***®" graad bevatten, wijl 
zij in het geheel van den 4in^^^^ graad is. Deze kromme is de 
meetkundige plaats van de projectie van F op de oppervlakken van 
den bundel. Wijl nu de stellingen in dit en het voorgaande artikel 
geheel onafhankeligk van die van art. 23 bewezen zijn, voert deze 
nieuwe w^ tot die laatste stelling, onafhankelijk van de waarheid, 
dat men uit een punt aan eene ruimtekromme van den v^^^ graad en 
van de p^® klasse v -f p normalen trekken kan. 

26. De projectie van een punt P op de oppervlakken 
van een oppervlakkennet van den n^^ graad heeft een 
oppervlak F,«., tot meetkundige plaats, dat door de 
basispunten van het net gaat. Als het »-maal getelde 
vlak F^ echter tot het net behoort, dan is de bedoelde 
meetkundige plaats een oppervlak F^i,.,. 

Omdat er in het net slechts een oppervlak F„ begrepen is, dat in 
een basispunt B wordt aangeraakt door een loodrecht op B P staand 
vlak, behoort ieder basispunt eenmaal tot de meetkundige plaats. 
En dan snijdt het gevraagde oppervlak de basiskromme van een in 
het net begrepen bundel, behalve in de .»' basispunten, nog in de 
2«(» — 1) + »' voetpunten van de loodlijnen uit P op deze kromme 
neergelaten. Zoodat de graad van het gevraagde oppervlak dus 
«5 + 2» («-l) + »> 



it 



of 3« — 1 moet zijn. 



Is echter het n-maal getelde vlak F^ in het net begrepen, dan 
is de projectie van P op de oppervlakken van den bundel gevormd 
door dit »-voudige vlak en een ander oppervlak F, volgens art. 13 
eenvoudig de projecteerende kromme van P ten opzichte van F„. 
Wijl nu het net te beschouwen is als de vereeniging van al de 
bundels, die men door samenvoeging van dit »-voudige vlak met elk 
der oppervlakken van een in het net begrepen bundel, die dit m-vou- 
dige vlak niet bevat, verkrijgt, is de meetkundige plaats tevens de 
meetkundige plaats van de projecteerende krommen van P ten opzichte 
van de oppervlakken van den laatstgenoemden bundel, en dus volgens 
de derde alinea van de stelling uit art. 23 een oppervlak /'\,_,. 

Gemakkelijk wijst men aan, dat P in het eerste geval, zoowel als 
in het tweede, een enkelvoudig punt is van de meetkundige plaats. 

27. De projectie van eene ruimtekromme R^, op F„ is 
eene kromme R,„ty die de volledige doorsnede is van F„ 
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met een oppervlak Fp„, de meetkundige plaats van de 
projecteerende krommen van de punten van Rp. Het 
projecteerend oppervlak van R^ is een oppervlak F^„3. 

De socia der projectie is eene kromme i2^ „i(-„i_ , ), de 
volledige doorsnede van F„ meteen oppervlak Rp„f^„i_^^, 

Het aantal schijnbare dubbelpunten van de projectie 
bedraagt ^/>»*(»— l)(;?w — 1), dat van hare socia klimt tot 
^jo»*(»--l)*(«+l){jp»(«* — 1)— l}, en beide krommen heb- 
ben j0*«'(»* — 1) punten met elkaar gemeen. 

De kromme Rp snijdt het bij een vlakke doorsnede V van F „ 
behoorende oppervlak der normalen F„i, dat in art. 22 gevonden 
is, in jo»* punten; er zijn dus j!?»* normalen aan F„ te trekken, 
die in punten van V loodrecht op F„ staan, en Rp snijden. De 
projectie van Rp snijdt F in pn^ punten; zij is dus een Rp^t. 

De projecteerende krommen van de punten van Rp vormen een 
oppervlak. Dit oppervlak heeft met F„ de projectie van Rp gemeen 
en niets meer; wijl de projecteerende kromme van een punt P met 
F„ alleen de projecties p van P gemeen heeft. Het oppervlak der 
projecteerende krommen moet dus een Fp , zijn , en de projectie tevens 
de volledige doorsnede van F„ met dit oppervlak. Hieruit volgt het 
aantal schijnbare dubbelpunten '). 

Het projecteerend oppervlak F„» van eene rechte lijn Z wordt door 
Rp in pn^ punten gesneden; er zijn dus pn^ normalen aan F„ te 
trekken, die tegelijkertijd Rp en l snijden; het projecteerend opper- 
vlakvan Rp heeft dus pn^ punten met ^gemeen, en is derhalve een 
F^,a. Dit oppervlak snijdt F„ buiten de projectie om volgens eene 
kromme van den jo «*(«* — l)*ien graad, de socia, die nu (vergelijk 
art. 16) de volledige doorsnede is van F„ met eene reeks van opper- 
vlakken Fj» , (- „ 1 _ , ) . Hieruit volgt het aantal schijnbare dubbelpun- 
ten der socia; en uit de met (1) overeenkomende vergelijkingen het 
aantal snijpunten van projectie en socia •). 



>) Deze uitkomst wordt nog bevestigd door de volgende beschoawing. Uit 
het feit, dat de projecties van twee lijnen / en /, steeds n' punten met elkaar 
gemeen hebben, of deze I^nen elkaar snijden of niet, blijkt dat eene in rechte 
lijnen ontaardende kromme Rp eene projectie heeft, waarvan het aantal schijnbare 
dubbelpunten onafhankelijk is van de waarde van dezelfde grootheid bij Rp, en 
dit dus door 

i;>»*(« — 1)* + ^^~^^»*— «^ 
is voorgesteld. 

') Reeds in art. 3 heb ik gewezen op eene kleine verhandeling van Manniieim 
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28. De projectie van eene op F, gelegene ruimtekromme 
Rf bestaat, naast jB^ zelve, ait eene aanvullende kromme 
-K^C'-O' ^^^ gezamenlijk met R^ de volledige doorsnede 
is van F„ met F^», het oppervlak, dat de meetkundige 
plaats is van de projecteerende krommen van de punten 
van Rp, Is h het aantal schijnbare dubbelpunten van 
Rp, dan bedraagt dit getal bij de aanvullingsprojectie 
A + ^ii'C» — 1)(«* — 2)(jt;«— 1), terwijl het aantal snijpunten 
van beide krommen dan door 2A-|-^(j»+l)(» — 1) wordt 
aangegeven. Het projecteerend oppervlak splitst zich 
hier in twee oppervlakken: een Fp„, dat de meetkundige 
plaats is van de normalen, die in de punten van .S^, en 
een Fp«^„%-i^ dat op dezelfde wijs in verband staat met 
de normalen, die in de punten van de aanvullende krom- 
me Rp(^n%.\^i loodrecht op F, staan. De socia van de 
projectie splitst zich eveneens in twee deelen, eene socia 
van Rpy die in graad, aantal schijnbare dubbelpunten 
en snijpunten met R, volkomen met de aanvullende 
projectie overeenstemt, en eene socia van de aanvullende 
projectie; het laatste deel is eene kromme i2^(»i-i)» met 
een aantal schijnbare dubbelpunten 

A + i/^C» - 1) (»*- 2) { (^«-1) («*-»* + 1) -»*-!- 1 } 
en een aantal snijpunten met de aanvullende projectie 
gelijk aan 

Dit alles volgt geleidelijk uit het voorgaande ^). 

Eene kromme op F, kan ook deel uitmaken van de projectie van 
eene buiten F„ gelegen kromme ; gemakkelijk vindt men uit het voor- 
gaande dan de aanvullende projectie. 



in de Gompies Rendues 1870, eerste helft, blz. 1025—1029, getiteld „Quelques 
réstdtaU obtenus par la eonsidération du déplaeement in/iniment petit d'une sur' 
faee algébrique" Wat het projecteeren van eene kromme lijn betreft, bepaalt hij 
zich, — ook zonder het woord projectie te noemen, — tot het geval, dat de raimte- 
kromme de volledige doorsnede is van twee oppervlakken. Zoo vindt h\j, dat er 
n^qrst normalen te trekken zi|jn aan Fn, die tegelijkertijd de doorsnede van 
Ff met Fr en die van Ft met Ft snijden. 

1) Men denke hierb^ niet, dat het gevondene in strijd is met de bekende stel- 
ling, dat de normalen in de punten eener beschrijvende l^n van een scheef op- 
pervlak Fn een oppervlak F^ vormen. In dit geval is namelijk het projectie- 
oppervlak (ten zij » = 2 is) geen willekeurig oppervlak meer. 
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29. De meetkundige plaats der projectie Yan eene 
ruimtekromme Rj, op een bundel van oppervlakken F„ 
is een oppervla kF,^., dat de basiskromme van den bun- 
del tot j9-voudige kromme heeft, en door R^ gaat. 

Wijl het normaalvlak op de basiskromme in een harer punten B 
de kromme Rp m p punten snijdt , is deze kromme op het gevraagde 
oppervlak j9-maal gelegen. Een willekeurig oppervlak uit den bundel 
heeft dus met de gezochte meetkundige plaats de projectie Rpn^ van 
Rp op dit oppervlak en de p-maal getelde basiskroipme gemeen; deze 
doorsnede van den ^pn^^^ graad zijnde, is het gezochte oppervlak 
een Fj^,. 



ERRATUM. 
BIz. 26, regel 2 v. b., staat: asymptoten, hes: asymptotenrichtiDgen. 



GELUKSSPELEN MET DOBBELSTEENEN, 



DOOR 



D. BIERENS DE HkXN. 



1. Een dobbelsteen is een cubus of een regelmatig zesvlak, op 
welks zijvlakken de cijfers 1 tot 6 staan. Werpt men dien op tafel, 
dan is het cijfer, dat op het bovenvlak voorkomt, het geworpen 
nommer. 

Ten einde op het voorkomen dezer nommers de wetten der waar- 
schijnlijkheid a priori te kunnen toepassen, mogen er geene oorzaken 
aanwezig zijn, die aanleiding zouden kunnen geven tot het voorkomen 
van eenig bepaald nommer, liever dan dat van eenig ander nommer. 
Dus moet de dobbelsteen symmetrisch en homogeen zijn, zoodat het 
zwaartepunt samenvalt met het middelpunt van den om- of inge- 
schreven bol. Heeft het zwaartepunt eene andere ligging, zooals bijv. 
bij valsche dobbelsteenen (dés pipés), waar een der zijvlakken meer 
bezwaard is dan de andere, dan zijn de regels dier waarschijnlijk- 
heid niet meer van toepassing. 

2. Werpt men met één dobbelsteen, dan is de waarsch^'nlijkheid 
voor ieder nommer volkomen gel^'k; het aantal mogelijjke gevallen is 
hier 6, dat der gunstige telkens 1. Dus is voor alle cijfers of 
o o gen 1 tot 6 de waarsch^nlijkheid 

3. Werpt men met twee dobbelsteenen, dan is het aantal der mo- 
gelijke gevallen 6*, omdat ieder zijvlak van den eenen dobbelsteen 
tegelijk met ieder zijvlak van den anderen kan boven liggen. 

Vraagt men nu de waarschijnlijkheid, dat eenig bepaald nommer 
van den eersten dobbelsteen met eenig ander bepaald nommer van den 

4 
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tweeden zal samenyallen, dan is voor ieder de waarschijnlijkheid ^: 
dus voor het samenyallen «?= JX6=(J)*; er is trouwens ook 
slechts een gunstig geval voor de onderstelling, onder de 36 mogelijke. 
Noemt men echter hier, zoo als de gewoonte is, de som der beide 
nommers, die boven komen, het geworpen nommer, dan wprdt de 
waarschijnlijkheid eene geheel andere. Men heeft toch de volgende 
mogelijke gevallen, waarbij de eerste kolom de nommers van den 
eersten dobbelsteen, de tweede die van den tweeden, de derde de 
som van beide nommers, de geworpen oogen geeft 



1+1 = 2 
1 + 2 = 3 
1 + 3 = 4 
1 + 4 = 5 
1 + 5 = 6 
1+6 = 7 



2+1=3 
2+2 = 4 
2+3 = 5 
2+4 = 6 
2+5 = 7 
2+6 = 8 



3+1 = 4 

3+2 = 5 
3+3=6 
3+4 = 7 
3+5 = 8 
3+6 = 9 



4+1= 5 
4+2= 6 
4+3= 7 
4^4= 8 
4+5= y 
4+6=10 



5+1= 6 
5+2= 7 
5+3= 8 
5+4= 9 
5+5=10 
5+6 = 11 



6 + 1= 7 
6+2= 8 
6+3= 9 
6+4 = 10 
6+5=11 
e+6= 12 



Hieruit blijkt dat 
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Men ziet hier, dat de waarschijnlijkheid dezelfde is, om j» oogen 
te werpen, als om 12 4 2— j» oogen te werpen, omdat het aantal 
gunstige gevallen van boven naar beneden tot 6 klom, en vandaar 
weder afdalende de vroegere cijfers weder in omgekeerde orde teruggeeft. 

4. Werpt men met drie dobbelsteenen , dan zijn er 6' = 216 
mogelijke gevallen; maar de oogen, die men kan werpen, liggen tus- 
schen 3xl==3 en '3x6 = 18. Deze kunnen echter op verschil- 
lende wijze voorkomen, naar het volgende tafeltje, waar de drie 
kolommen, de door den eersten, tweeden, derden dobbelsteen geworr 
pen nommers aangeven; en waarbij telkens de worpen tot eene zelfde 
som bijeengevoegd zijn. 
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JllJI^ 

191 
91 i 

113 
199 
131 
919 
991 
311 

114 

123 
132 
141 
213 
939 
231 
312 
321 
411 
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969 

316 

325 

334 

343 

352 

361 

415 

494 

433 

449 
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. Hier zijn de oogen, die dubbelen of drie-dubbelen bevatten, met 
dikker cijfers gedrukt. 

dus is hier de waarschijnlijkheid, 
om te werpen 
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Ook hier blijkt het, 4at het aantal gunstige gevallen van 1 tot 27 
klimt, en yandaar wederom in omgekeerde orde afdaalt; zoodat tel- 
kens w^=:»|8^,_^ wordt. 

5. Trachten w\j nu de wet op te sporen voor een willekeurig aan- 
tal n dobbelsteenen ; dat is, te bepalen het aantal gunstige gevallen 
■^c/.«)> ^*^ ®' ^^^ ^^® ** dobbelsteenen het cijfer p geworpen worde, 
dan is natuurlijk de waarschijnlijkheid voor het werpen van dat cijfer 
p oogen w, — P^^^,y,6\ 

Volgens de beginselen der waarschijnlijkheidsrekening, en wel be- 
paaldeLgk naar het theorema van Bernoulli, zullen in de ontwikkeling 

de gezochte gunstige gevallen, waarin p oogen worden geworpen, 

overeenkomen met de termen w" wP ui^ w^ w* w^ , waarbij « + ^ -t- y + 
'\-l-\-e-\-!^z:zp is. De som der overeenkomstige polynomiaalcoëffi- 
cienten geven dan het aantal malen aan , dat de overeenkomstige ver- 
binding voorkomt. 
Nu is vooreerst 

envervolgensfl— «7'')*=:1— Y^ + Y -g"*'' -"ó-ö q~*^ +••• 

(l-«^) =l+ï«'+ï-2^ «^' + 1-2- T" •"•*••' 

Ten einde derhalve in N de termen w^ z=iw' to^~* te verkr^'gen, 
moet men in het produkt der beide reeksen de termen w^~' gaan 
zoeken, en vindt men alzoo achtereenvolgens 

1 X »«*"* '1 

l^ ^iP-n-e/i"' 
H inl ' V j^p-n— 1 s 

nn — ln — ^ ,, ,,p-n-i8/i 

12 3 ]p-n-l8/l «^ 



1) De notatie a^l^ is die voor eene analytische facnlteit. 
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De gezochte som is dus 



welke reeks ran zelve eindigen moet, zoodra er eene faculteit nega- 
tief of nul zoude worden* 

Men kan die faculteiten nog denzelfden noemer geven, door mid- 
del van de volgende opmerking, als men eerst teller en noemer met 
in-i/i vermenigvuldigt en dan door 1p-»-«*/» deelt, 

jp— »— 6 h\\ jn — l/l jp— »— 6 A/T ^^ ' jn— 1/1 

prrr/1 • 

Hierdoor wordt dan 

Hiermede is de gezochte wet gevonden. . 

^(p.») pT^TTi ï jV-i/i +1 2 i«^=T7T "* 

(2) 

welke reeks nu moet afbreken, zoodra een eerste factor eener facul- 
teit negatief of nal zoude worden. 
Voor ;i = 2, dus p hoogstens 12, wordt zq 

_/?-! 2/1-1. 

MP.ï) J ï "1 ' 

dus voor 2<jt7<7, i=^— 1, 

7j<jPj<12, =13-;;. 

Voor » = 3, dus f hoogstens 18, wordt zij 

_ (/>-!)'/-' 3 (y-7)*/-' , 8 0p-18)V-' . 

(!•.») 11(1 j 2.*/' 'T" 1 1''' ' 

dus Toor 3 <^<8, ^—^^ -=■■ 2 ' 

n ^.^ ^,o 0'-l)( .P-g) 3 (/>-7)(y-8) _ -a(j»'- 21j> + 83) 
8<^<13, j-^ j_^ 2 . 

,o ,o (j>-I)( i>-2) 3 (;»-7)0 >-8) . 3 0>-13)(/>-14) _ 

13 <!, <18, j--^ —^ + Y —% 

j>*-89/»+880_0»-l 9 )(y-g 0) 
= 2 2 • 
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Om te bewijzen dat »(y,ft) = »(6*+A-j,,ft) = »(7/fc-ï,.*) is> 
wordt de eerste term ?an »(? *_«,*) 
^7k^g-kii j^fik^gli ^ (6it-^+l)*-i/* 

= (-:)- ^=¥:^' =(-»'-• ('-.ir )^ 

. en de (^- a-j-l) de, afgezien van den factor ( ^ j = f ^ j , 

=(-»'-(-i)'- "-"J-T"" =(-1)-' ('7-V')- 

Alzoo verkrijgt meii de reeks (1) in omgekeerde volgorde met 
negatieve teekens; maar daar deze reeks, als men ook den laatsten 
term daarbij behoudt» gelijk aan nul zoude zijn, moet de laatste 
term met tegengesteld teeken gelijk aan de som der voorgaande zijn. 

Deze som in de tweede reeks is dus =(—1)* (.^~t 7" ) 

a=:zO, dat is + (^" J ) » jïiist de eerste term der reeks (1). 

Op dezelfde wijze bewijst men dit voor de volgende termen, en 
dus is de stelling «c^,*) =^cT*-g,*) bewezen, in de onderstelling, 
dat de volledige reeks werkelijk gelijk aan nul is. 

Voor ^ =1 2 is ^ < 12 , dus 

^Ft')-(0('t')+ ('-")=»■ 

terwijl voor 2<^<7 geldt =^—1, 
Voor ^ = 3 is ^<18, dua 

•.«.=('i')-(?)('i')+(i)('i")-('i")= 

= i\/f(ff-l)-SQ,-l){a-S)-{-S(ff-l3)(if-U)-(ff-19){ff-20)]z^0i 
terwijl voor 3<^<8 geldt =^(y-l)(^-2), 

13<5'<18 =|[>»-3»5r + 880]=|f^-19)(>-2b). 



voor 



*(».«) 
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Wat het algemeene geval betreft, kan het nul worden der volledige 
reeks van n^g^j^^ met den laatsten term, alleen mogelijk zijn, wan- 
neer alle machten l van ^—ls:zq coëfficiënten verkrijgen, die nul 
worden. De reeks wordt nu, na invoering van q^ en na vermenig- 
vuldiging met 1*"*/*, als men algemeen 6 door a vervangt, 

+ (-!)* (J) (?-*«)*-"-•• 

Nu weet men dat 

q^l'^=g^'^q, 

en dus algemeen 

waarin de A de faculteitscoëfficienten voor de ^—1'*^ macht zijn. 

De termen van de ^<*e macht, die uit de ontwikkeling der facul- 
teiten in de vorige reeks ontstaan, vindt men dus. 
gft-i/-i levert (_l)*-«-i^^ j'^ 

-(t)fe-)*-"- leert -{^[{,'_7liy-^- - 

-^*-.(^i7-2)'^*-'-'+^*-,(^i7-3)«*-'-' — • • 

+(*)(?-2«)*-"-' Ievert+(J)[(^i7ii)(2 «)»-'-' ^ 

-^*-»(ii7-2)(*'»)*-'-*+^*-.(il7-8)(*«)*-'-*— • 
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Wanneer men de kolommen optelt, geeft dit met de coëfficiënt ^&., 

(-i)'-'^*-,(,i7-l>*-'^'[--(?)+©2*-'-'- 

-(*)3*-'-' + ... + (-l)*(*)p-'-'] = 

Wanneer men nu de ontwikkeling 

waar [«'"*] een gebeden stelkundigen vorm van den p— l»i«» graad 
voorstelt, vermenigvuldigt met (1— a?)*, dat is met 

dan wordt de coëfficiënt van x*~^ in dit product 

*'-(t )(*-!)• +(2)(*-2)'+-(-l)'(*)(*-^)'+... 

Vermenigvuldig nu («) met (1 — a?)'+^, dan wordt ((3) de coëfficiënt 
van den term a?'+* in dit product: in het tweede lid is de hoogste 
macht van sp de /? — 1^®, dus moet deze coëfficiënt (/3) van af ^=0 
altijd nul worden. 

Stel nuj?=^ — Z— «, en vermenigvuldig met (—1)*, dan wordt 
(p) de hierboven gevonde vorm, die dus altijd verdwijnt. 

En dit is juist de eigenschap, die te bewijzen was. 

6. Voor het berekenen der getallen -Pc^,») in eene tabel, kan men 
echter een gemakkelijker weg vinden. 

Vooreerst is naar (2) vorig Nommer voor ^ -|- 1 in plaats van p. 

Ten einde het verschil dezer vergelijkingen te nemen, bedenke 
men dat 

en 1—1/1 — 1 — 1/1 "~ ' 
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en dus het verschil yan beide breuken 

Derhalve 

Vervolgens is evenzeer naar (S) , wanneer men » door n -f 1 vervangt, 

'c^,«+i) — ]^«/i ]L l"/i 12 1*'* 

Opdat men hier tot het aftrekken van beide vergelijkingen zoude 
kunnen overgaan, bedenke men dat 

= {«+1)»*-"- (^-6A-l)- •/-'(^6*-«)p-,^ , 

Im ^ 1-7/, =(«-*+l)«*-'-'(i'-6*-l)-"--p7Tp7T. 

en dus het verschil dezer coëfficiënten is 

,*-.'-'(j'-6*-ir-"-' f(«+ i)(^_6A_„)_(._i ^. i)«] ^ 

behalve bij den eersten term, waar men heeft 

r«— 1V-Ï/-1 

zoodat eindeiyk 

-(«»+ 6)] + j-g ^^-j^,-7— [(« + l)(l»-3«)-2(6« + 6)] . (4) 

Beide formulen (3) en (4), maar vooral de eerste, zijn zeer geschikt, 
om uit de reeds bekende P(^,») de volgende af te leiden. 
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Ieder speler is op zijne beurt bankier: de overige zetten willekeu- 
rige sommen. Werpt de bankier eene dubbele, eene 8 of een 11, 
de gelukkige, dan wint h^* ieder inzet. Werpt h^ de 5 of de 9, 
dan betaalt bij aan ieder z^n inzet. Werpt hij 4, 6, 7, 8 of 10, 
dan gaat hij op dezelfde wijze door. Hier is er bij het eerste spel 
winst in 10 gevallen: want er komen 6 dubbelen voor, 2 maal de 
bogen 8, en 2 maal de oogen 11. Er is verlies in 8 gevallen: 
want de oogen 5 en 9 komen ieder 4 maal voor. Volgens het ta- 
feltje A zouden de overige gevallen 22 bedragen; hier echter komen 
4, 6, 8 en 10 eenmaal als dubbelen, bij de winst, voor: derhalve 
komen de oogen 4 en 10 slechts 2 maal, de oogen 6 en 8 slechts 
4 maal, de oogen 7 komen 6 maal voor. De som van dit aantal 
malen, dat er tot een tweede spel wordt overgegaan is dus 18, 
juist gelijk aan het aantal malen 10 -|- 8 = 18, dat het spel eindigde, 
hetzij met winst, hetzij met verlies. De waarsch^nl^jkheid van een 
tweede spel is dus juist ^. 

In het eerste spel is dus de waarschijnlijkheid van winst boven 
verlies, 10 — 8 = 2 gedeeld door het aantal feiten, dat is 86, dus 
-j^i^. Dezelfde kans blijft er bestaan in aUe volgende spelen. 

De kans voor den bankier om die -^^ overwinst te maken is dus 
b\i het eerste spel ^: bij het tweede yX^» (de kans van dit tweede 
spel zelf). De kans van een derde spel is evenzeer | X ? =- ^ » 
dus de kans om dan die overwinst te maken | X -4* De geheele kans 

om die overwinst te maken is dus ^ l + i + i + 8'""*"l'57 k^ 

= y2— ~|=1 — ^7— j- ; waarbij voor de grens » = 00 die 

kans wordt de eenheid zelve. Derhalve is de waarschijnlijkheid van 
overwinst bij den bankier y'j X 1 = yg» 

11. Het spel Hasard met twee dobbelsteenen. 

Noem de twee spelers A en B, waarvan A de dobbelsteenen hebbe. 

A. A werpt eerst de kans voor B: deze is de eerste der geworpen 
oogen 5, 6, 7, 8 of 9. 

Jf. Dan werpt A z^*ne eigene kans: deze is de eerste der geworpen 
oogen 4, 5, 6, 7, 8, 9 of 10. 

C. Werpt A bijj if de 6 of 8, dan wint hij, als hij bg J9 dezelfde 
oogen of 12 werpt: hij verliest wanneer hij 2, 8 of 11 werpt. 

JD. Werpt A bij ^ de 6 of 9: dan wint hi^» ^^^ Mi ^9 ^ dezelfde 
oogen werpt; hij verliest, als hij 2, 3, 11 of 12, werpt. 
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£f. Werpt A bij ii de 7 : dan wint hij , als hij bij JB dezelfde oogen 

of 11 werpt; maar verliest, als hij 2, 3 of 12 werpt. 
JP. Werpt hij bij Jl een andere kans, dan hij bij A had geworpen: 
dan wint of verliest hij, naarmate hij daarop zijne kans of die 
van B het eerst werpt. 
G. Eerst wanneer A verliest, geeft hij de dobbelsteenen aan B: zoo- 
dra deze verliest is het spel geëindigd. 
12. Laat ons zien, hoe groot naar deze voorwaiarden de waarschijn- 
lijkheid of winst is ; en neem daartoe vooreerst 6 als de kans van B 
(naar A). 

Wanneer hij bij den tweeden worp Jl, werpt 

2 , dan is er in 1 geval verlies ; 

3, dan is er in 2 gevallen verlies; 
6, dan is er in 5 gevallen winst; } (naar C). 

11, dan is er in 2 gevallen verlies; 

12, dan is er in 1 geval winst. 
Werpt hij 4, 6, 7, 8, 9 of 10, als zijn eigen kans, 

waarvoor 3-|-44-6 + 5-f4 -}• 8 =2S gevallen , 
dan komt er een derde worp. 

Noem dan zijn kans x, die in a gevallen kan voorkomen; dan 
wint hij, naar F, in a gevallen, verliest in 5 gevallen (zooveel maal 
als de kans b van B nu kan voorkomen): en in 36— (a4- 5) = 31— a 
gevallen, komt er een vierde worp. De waarschijnlijkheid van dien vier- 
den worp is dus —— — stel =-• De winst bij den derden worp is 

dus in — 5 gevallen. Bij den vierden worp is het aantal gevallen , 
waarin hij wint, evenzeer a— 5; en het aantal gevallen, dat er een 
vijfde worp noodig is, evenzeer Sl—a: dus de waarschijnlijkheid 

P 
van dien vijfden worp evenzeer -. En deze redeneering blijft voor 

eiken volgenden worp doorgaan; terwijl het aantal worpen onbepaald 
is, dat is oneindig worden kan. 

Ten einde dus de winst na te gaan, die er ontstaat uithoofde van 
de voorwaarde JP, heeft men 

<'-'{'+^©'+(f)■+•■■)=<"-"^=<"-^-4• 

of, wanneer men hierin de waarden /? = 31 — a , ^ = 86 , dus 

86 
q—p = 5 -)- a substitueert , , («— 5) r— — . 

^ ' 5-|-a 



4X9X11. 
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Aangezien deze winst kan voorkomen in a ge?allen van alle moge- 
lijke 36 gevallen, zal het werpen der x als winst opleveren 

,, 36 a a-b 

^ ^5 + a 36 a + 5 

Bij de toepassing dezer formule heeft men nu achtereenvolgens 

« = 4, 5, 7, 8, 9 of 10 te stellen, en verkrijgt dan 

a — 5 
X a a— 5 «(ö — 5) ff + 5 a — -— 

fl -f- 5 

4 3-2 -6 8 -| =-297 

5 4-1 -4 9 .-* =-176 
7 6+1 +6 11 +j\ =+216 
85 O 10 0=0 
9 4-1 -4 9 -* =-176 

10 3-2-6 8 -| =-297 

-730 __365 
waarvan de som is 396 198 ' 

Het geheele aantal gevallen van winst is dus 

en dus de wiskundige hoop op winst 

„ _ 167 .. _ 167 

Wanneer de kans van B, naar jf , 8 ware geweest in plaats van 6, 
dan zoude men hier overal de oogen 6 en 8 moeten verwisselen, 
maar in het aantal gevaUen, waarop het aankomt, wordt daardoor 
geene verandering gebracht; de uitkomsten blijven dus dezelfde 

167 
« * 7128 

13. Zij vervolgens, naar jf , 5 de kans van B; dan worden beide 
vorige berekeningen van N*. 12, als volgt 
Werpt A bij den tweeden worp JB 

2, dan is er in 1 geval verlies; 

3, dan is er in 2 gevallen verlies; 
5, dan is er in 4 gevallen winst; } (naar H) 

11, dan is er in 2 gevallen verlies; 

12, dan is er in 1 geval verlies; 

en verder 4, 6, 7, 8, 9 of 10, als zijn eigen kans, 
waarvoor S + 5 + 6 + 5-f4 + 3 = 26 gevallen. 
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Hier verkrijgt men dus voor de winst bij het werpen van a?, 
a — 4 



a + 4* 



dns naar F 



se 


a 


« — 4 


a(a — 4) 


a + 4 


«—4 
^« + 4 


4 


3 


-1 


-8 


7 


-1 =-185 


6 

7 
8 
9 


5 

6 
5 
4 


+ 1 

+ 1 



+ 5 
+ 12 

+ 5 




9 

10 
9 

8 


+ ï = + 176 

+ 1 = + 878 

+ 1 = + 175 

= 


10 


8 


-1 


-8 


7 


-1 =-135 



:5X7X9. 
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waarvan de som is 815' 

Het geheel aantal gevallen van winst is dns 

4-(l + 2 + a + l)+|»|=4-6 + 44|=-.>^. 
en dus de wiskundige hoop op winst «Pg = w^^ =— m : 86 =r — yll^. 

Even als in Nommer 12 toch, blijven de getallen hier volkomen 
dezelfde, indien 9 de kans van B ware geweest, en is dientengevolge 

14. Zij eindelijk naar A, de kans van B 7 oogen, dan staan de 
vorige berekeningen hier aldus. 
Werpt A bij den tweeden worp Jf 

2, dan is er in 1 geval verlies; 

8, dan is er in 2 gevallen verlies; 

7» dan is er in 6 gevallen winst; } (naar JE) 

11, dan is er in 2 gevallen winst; 

12, dan is er in 1 geval verlies; 
of verder 4, 5, 6, 8, 9 of 10 als zign eigen kans, 
waarvoor 8+4+6 + 5 + 4 + 8 = 24 gevallen. 

De winst bij het werpen der oogen x , wordt dus hier a 



dns naar 


Jf 








ö— 6 


X 


a 


a-6 


a(a— 6) 


a+6 


"a+e 


4 


8 


-8 


-9 


9 


-1 =-55 


5 


4 


-2 


-8 


10 


-i =-44 


6 


5 


-1 


-6 


11 


"^ -26 


8 


5 


-1 


-5 


11 


-,^ — -25 


9 


4 


-2 


-8 


10 


-^ =-44 


10 


8 


-8 


-9 


9 


-1 =r-55 
—248 



:5xn 



waarvan de som is 55. 

5 
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Het geheele aantal gevaUen ran winst is dus 

(6 + 2)_(l + 24-l)— 55- = 8-4--^ = --. 

28 7 

en dus de wiskundige hoop op winst iPy = — — : 36 =3a — -— . 

DO 4</0 

15. Jif en ziet dus , dat de wiskundige hoop op winst ran A altijd 
negatief is. Wil m^ die berekenen , yoor dat de kans van B bekend 
is: bedenke men, dat de w^ w^ w^ to^ w^ 

in 5-1-5-1- 4 -1-4 + 6=: 24 gerallen 

kan plaats hébben: de zes overige worpen van 

2, 8, llenl2, 

met l-|-2-|-2-|-l=:6 gevallen, 

komen niet in rekening naar de voorwaarde M» 

Men heeft dus 
^=:[5(«;e + »8) + 4K+i^9) + 6w7]:24=r: 

~ L"""^^ 2X9X11X36 ""^ 5"x7x9x9 ""^ 5x9x11 J ' ^^~ 
=—[10. 167. 5. 7 + 8. 43. 11. 8 + 6. 7.7. 8. 9]: 24. 5. 7. 11.8. 81 = 
=—[58460 + 30272 + 21168]: 5987520 = 
=—109890 : 5987520 =— 37 : 2016. 

(Wordt vensolgi.) 



OPLOSSING VAN DE 5' PRIJSVEAAG VOOB 

HET JAAR 1878, 



DOOR 



F. J. VAN DEN BERfi. 



Er zijn gegeven drie hellende vlakken ^ welker onderUnge m^ding 
een drievlakkigen hoek voortbrengt, In welken stand zal men een ge* 
geven ztoaren massiven driehoek met elk zijner hoekpunten op een 
dezer hellende vlakken kunnen doen rusten^ zoodat het gewicht van 
dien driehoek door den wederstand der vlakken in evenwicht gehouden 
wordt? Men begeert deze vraag opgelost te zien in de beide gevallen ^ 
dat de wrijving der hoekpunten op de vlakken niet en al in aanmer* 
king genomen wordt. 






In lederen evenwiehtstand ran den driehoek moet zijn gewicht t^- 
Tangen kunnen worden door drie drukkingen, in de hoekpunten 
uitgeoefend op de gegeven ondersteunings?lakken , en makende met 
de nonnalen op deze vlakken hoeken, ieder kleiner dan of uiterlijk 
gelijk aan den overeenkomstigen wrijvingshoek; ieder dier vlakken 
toch kan geene andere reactie dan onder zoodanigen hoek aanbieden. 
Alle mogelijke stelsels van dergelijke drukkingen zouden dus alle 
mogelijke evenwichtstanden van den driehoek opleveren. Dit wü even- 
wel niet omgekeerd zeggen, dat bij een evenwichtstand geene vervan- 
ging van het gewicht door drie krachten in de hoekpunten op zooda- 
nige andere wijze zou kunnen plaats hebben > dat daarbij één of twee 
of zelfs alle drie deze krachten meer dan den overeenkomstigen wrij- 
vingshoek van de normaal zouden afwijken. Integendeel ^ bij lederen 
stand van den driehoek, al of niet in evenwicht, kan op een onein- 
dig aantal w^*zen een stelsel van drie krachten in de hoekpunten 
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in plaats van het gewicht treden; maar terwijl, voor het geval dat 
de driehoek niet in evenwicht is, onder deze stelsels geene andere 
dan met één of twee of drie te groote afw^'kingshoeken voorkomen, 
bevatten daarentegen big evenwicht die stelsels bovendien zoodanige, 
waarvan alle drie de krachten binnen de behoorlijke hoeken blijven, 
en knnnen alleen de krachten van zulk een stelsel werkel^'k uitgeoe- 
fende drukkingen zijjn. 

Voor ieder vlak, waarop geene wrijving in aanmerking wordt ge- 
nomen, kan alleen eene kracht volgens de normaal zelve in het over- 
komstige hoekpunt dienen. 



Zg nu (Pig. 1) LL'L" de gegeven gelijkslachtige of ongelijkslach- 
tige driehoek, dan kan men zijn in het zwaartepunt Z aangrijpend 
gewicht G ontbinden in drie in de hoekpunten L, L', L'' werkende 
gewichten kGr, ^G, k"G; waarbij, zooals blijkt door de momenten 
ten opzichte van de zijden UL", L"L, LL' als assen te nemen, de 
coëfficiënten k, k^, F, wier som de eenheid is, de verhoudingen 
zijn der afstanden van die zijden telkens tot het zwaartepunt en tot 
het overstaande hoekpunt L, L', h"; dat is de verhoudingen der 
inhouden van de gedeeltelijke driehoeken UU'Z, U'LZ, LL'Z tot 
dien van den geheelen driehoek LL'L'^ 

Het komt er dan» om tot eene meetkundige oplossing van het 
vraagstuk te geraken, in de eerste plaats op aan, drie lignen te 
constmeeren, die zich verhouden als de driehoeken UU'Z, L"LZ, 
LL'Z. Wel toch zouden de verlengde LZ, L'Z, L^'Z de over* 
staande zijjden van ALL'^indeelen ieder in twee segmenten, even- 
redig telkens aan twee dier driehoeken; maar op deze wijze zouden 
in de figuur nog geene drie lijnen voorkomen, aaneengeschakeld 
evenredig aan alle drie deze driehoeken. Om zulke lijnen te vinden 
kan men, uitgaande bijv. van het hoekpunt L', L'M''||LZ en UM\ || L''Z 
trekken tot aan de lijn, gaande door de snijjpunten M en M'' van 
LZ en L"Z met de overstaande zijden L'L'' en LL'; dan toch 
geeft de deeling van 

door Il^.M'M" = M"M='^^.MM'i 

L M LM 

.,,„.., JlïrZ ÏFLZ LL'Z , T LL'L" 

onmxddellyk _^, = _^ = ^^. d«sook = ^j^j 
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• •• 
ten blijke, dat de lijn M'M"j in M' en M werkeKjk in de Verlangde 

reden is ingedeeld. 

Nog gemakkelijker bereikt men het doel door de zoo even gebe- 
zigde lijnen L'M' en L'M'i door te trekken tot waar zq in N', 
en N' de verlengde zijde L"L snijden; alsdan is 

L'L'Z: U'LZ: LL'Z: LL'L"= N'L'^Z: L"LZ: LN\Z:N'N'jZ = 

= N'L":L"L:LN',:N'N\, 
zoodat ook de lijn N'N'i in L" en L, en dus in tegengestelden zin 
van M'M', , is ingedeeld, zooals verlangd werd. 

Aan deze laatste constructie kan nog eenige wijziging en uitbrei- 
ding gegeven worden in dier voege, dat zij niet in het b^'zondervan 
een der hoekpunten L' van ALL'L" uitgaat, maar zich ten opzichte 
van de drie hoekpunten op dezelfde wijze verhoudt. Trekt men na- 
melijk, zooals reeds uit L' geschied is, ook uit L'' en uit L lijnen, 
evenwijdig telkens aan de twee lijnen, die de beide andere hoekpun- 
ten met Z verbinden; met andere woorden, teekent men op ZL, ZL', 
ZL'' twee aan twee drie aaneensluitende parallelogrammen, die te 
zamen den zeshoek hfUll/'l' vormen met drie paren overstaande 
gelijke en evenwijdige zijden en met den dubbelen inhoud van 
ALL'U', — en wiens drie diagonalen ]jI, h'Vy l/'l'\ tevens diagona- 
len van de drie parallelogrammen L'L'77", L"Ll"ly Ll/ll'y elkan- 
der midden door deelen in het punt, dat ook ligt op de lijnen uit 
het midden van L'L*, L'L, LL' evenwijdig aan LZ, L'Z, L*Z 
getrokken — ; dan hebben tegelijkertijd de beide gelijke en gelijkvormige 
driehoeken LL'L' en ll'l" ten opzichte van ditzelfde punt een sym- 
metrischen stand, zoodat hunne onderlinge snijding een nieuwen 
zeshoek PjöT'ji^Py met drie paren overstaande gelijke en even- 
wijdige zijden vormt, wiens middelpunt met dat van den eersten 
zeshoek zamen valt. De evenwijdigheid van II' met N'N'i leert nu, 
dat II" in p' en P, en dus ook LL' in P' en jp, in dezelfde reden 
is ingedeeld als N'N'^ in L' en L ; terwijl verder de symmetrie der 
constructie of de nadere beschouwing der figuur ditzelfde tevens aan- 
toont ten opzichte van de overige zijden der driehoeken LL'L* en 
ll'l", behoudens telkens eene andere opeenvolging der segmenten, 
waarin zij elkander (indeelen. Men heeft namelijk in de volledige figuur 

k: k': k":l = L'L'Z: L'LZ: LL'Z: LL'L'= ^/:/P: P^'i II" = 
= V'p":p' L': L" F : L' L' = P7 :Vp:pYi l'l = 
z= LP": V"p'.pl/', ljir = p'V"'. P"Z: rp': l"l' = 
= ^'L:LT:P/?':L'L, 

en dus eene ruime keus van lijnen in de verlangde verhoudingen. 



ï 
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In Iiefc geral van een gelijjkBlaGhtigen driehoek worden de voren- 
staande constmctiën, die alle naar behooren de dan geldende een- 
vondige waarden * = *' = A?'= | zouden teruggeven, natuurlijk 
overbodig. 



Na deze voorbereiding overgaande tot de eigenlijke oplossing van 
bet vraagstuk, trekke men (Fig. 2) uit een willekeurig punt O eene 
nederwaartscbe verticale l^n O o , die het gewicht G van den gegeven 
driehoek zal voorstellen, alsmede drie overigens willekeurige lijnen 
OV, OV, OV", die met de normalen op de gegeven en door 
V, V', V" aan te duiden (maar niet in de figuur bijgeteekende) 
hellende vlakken hoeken maken, ieder hoogstens gelijk aan den over- 
eenkomstigen wr^vingshoek. Brengt men door deze laatste 1^'nen 
twee aan twee drie platte vlakken, en ook door het punt o drie 
daarmede evenwijdige vlakken, dan begrenzen deze een parallelopipednm 
waarvan de ribben OV, OV', OV" in richting en in grootte, maar 
nog niet in betrekkelijken stand, de in zekeren evenwichtstand door 
den driehoek op de vlakken V, V', V" uitgeoefende drukkingen zullen 
voorstellen, zoodat deze zelfde ribben, in tegengestelden zin genomen, 
gelijk en evenwijdig aan de reactien P, P', P" dier vlakken zullen 
zijn» Deze reactien nu, in haar werkelijken stand, dat is aangrij- 
pende in de op de vlakken V, V', V" rustende hoekpunten van den 
driehoek, stel in volgorde in L, L', L", maken evenwicht met het 
gewicht G, dus ook met de drie gedeeltelijke en in dezelfde aangrij- 
pingspunten werkende gewichten ^G, A'G, Ar"G, waarin het boven 
werd ingedeeld; Van daar dat, als men zich de resultanten van 
P en kQy V en *'G, P" en ^"G voorstelt, ook deze drie resul- 
tanten R, R', R" onderling evenwicht moeten maken, dus vooreerst 
in het vlak van hare aangrijpingspunten, dat is van ALL'L" zelf, 
moeten vallen, ten andere elkander in een zelfde punt moeten snijden 
onder hoeken 6, 6', 6", wier sinussen evenredig zijn aan de over- 
staande krachten R, R', R'' zelve. Nu kan het stelsel van deze 
drie krachten, vooralsnog wel niet in volstrekten, maar toch in even- 
wijdig verplaatsten stand , gemakkelijk in de figuur worden aange- 
wezen. Zet men namelijk uit V, V', V" drie volgens eene van de 
vroegere constructien als voorstellingen der gewichten ^G, A;'G, ^"G 
gevonden lijnen VK, V'K', V"K" in opwaartsche verticale richting 
uit, dan stellen KO, K'O, K"0 niet alleen in grootte en in 
richting, maar ook, daar zij een punt O gemeen hebben, in betrek- 
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keiijken stand, de drie bedoelde resultanten B, W, B.^ vedr; e» dat 
d^ze in dien stand elkander werk^ijk i<n evenwicht houden, woxdt. 
dan ook door de constructie zelve bevestigd. Voorewst toch is» 
indien men de hoekpunten V, V', V" van het paraMopiipeduia 
evenwijdig aan de diagonaal O o projecteert op een in willekeurige 
richting door O gaand vlak, de som der projecteer endo lijnen gelijk 
aan de som der evenw^dig aan dat vlak en op die^ diftgonaal be^ 
paaMe projeetien van de ribben QV, OV, OV", of van de ribbea 
OV, Vr", «"o, dat k gelijk aan de diagonaal «elvej zoodat hkt 
wederkeerig uit de gelijkheid KV + K'V' + K"V'V=/5rG + *'G4.. 
+ i?"G = G = Oo voortvloeit, dat de punten K, K', E" me* O in 
een zelfde vlak liggen; en ten andere is dan bijv. K'^O, ak projectie 
van V"0 of van V"o, gelijk aan en gelijk gericht met de projectie 
der resultante Ot?" van OV en OV', dat is met de resultante de» 
projectien O E en OK^ van deze beiden, en dus gel^k en tegengesteld 
aan de resultante van KO en K^O. Of korter, een wülekeung 
stelsel krachten in de ruimte in evenwicht (hier VO , V'Q, V"'0, Oo)„ 
geprojecteerd evenwijdig aan een willekeurig vlak (OKK') ©^ eene 
willekeurige as (O o), of o<^ geprojecteerd evenwijdig aa» eene wüh 
lekeurige as (O o) op een willekeurig vlak (OKK'K"), geeft in 
beide gevallen weder een stelsel in evenwicht. (Zie enkele meerdefe 
bijzonderheden daaromtrent in eene later volgende, a&onderlijke bij- 
drage over het evenwicht van vier krachten in de ruimte). 

In het bizondere geval van een gelijkslachtigen driehoek, ak 
wanneer VK, V'E', V"K" ieder gelijk » O o zijn, wordt het uit. 
zetten van deze gelijke lijnen zelve overbodig; het vkk OKK'K" 
toch is in dat geval evenwgdig aan het vlak VVV", dat dan ook 
met het evenwijdige vlak vv'v^' de diagonaal Oö in drie geligke 
de^n indeelt, en wel in twee punten, die, — liggende o..a. in de 
doorsneden dier vlakken met het diagonaalvlak OVop, dat is in de 
lijnen uit V en uit v naar het midden van V'V" en van v'v^\ en 
evenzoo in de overeenkomstige Ujnen uit V' en uit e', uit V" en 
uit©" — , de zwaartepunten der driehoeken VVV" en ü!^'t?"zijn. Dq 
resultanten R, R', R" zelve kunnen in dit geval worden voorgesteld 
door de lijnen uit de hoekpunten van AVVV" naar zijn zwaarte- 
punt, welke lijnen, zooals bekend is, werkelijk steeds drie krachten in 
evenwicht aangeven. In het algemeene geval is evenzoo, voor de 
drie kracbten KO, K'O, K" O in evenwicht, het aangrijpingspunt O, 
projectie van het zwaartepunt van AVVV", tevens zwaartepunt van 
de projectie KK'K" van dien driehoek. 
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Door het voienstaande is nu niet alleen reeds gevonden, dat de 
gegeven driehoek in een aan OKK'K' evenwijdig vlak moet worden 
geplaatst, maar, wat meer is, ook de betrekkelijke stand van ieder 
der in werkelijkheid in de hoekpunten L, L', L" aangrijpende 
krachten B, E', E' is bekend geworden. Er blijft dus slechts over, 
ten einde tot de volledige aanwijzing van den werkelijken stand van 
den driehoek te geraken, vooreerst, dezen zoo te plaatsen, dat zijne 
hoekpunten L, L', L' in de lijnen OK, OK', OK' komen te vallen; 
ten andere, het geheele alsdan bepaalde zamensiel van ALL'L'' met 
de drie door zijne hoekpunten evenwijdig aan de gegeven hellende 
vlakken V, V', V" te brengen vlakken, (welk zamenstel geconstrueerd 
is uitgaande van een willekeurig punt O), zoodanig evenwijdig te 
verplaatsen, dat deze vlakken hun oorspronkelijken stand komen in 
te nemen. 

Wat dit laatste betreft zal, evenals ten opzichte van het geheele 
voorafgegane gedeelte der oplossing, volstaan worden met de voor- 
gaande beknopte aanduiding van de wijze, waarop die oplossing zelve 
meetkundig zou kunnen plaats hebben. De werkelijke uitvoering, 
die, als de stand der drie hellende vlakken op de in de beschrijvende 
meetkunde gebruikelijke wijze gegeven was, op de toepassing van 
eene reeks van vrij bekende constructien uit dit vak zou neerkomen, 
kan hier zonder bezwaar kortheidshalve achterwege blijven. Alleen 
zij daaromtrent opgemerkt, dat men de figuur en de constructie, 
waarvan zij een overzicht geeft, nog eenigzins zou kunnen beperken 
door in plaats van het omschreven parallelopipedum aan te brengen 
een der zes scheve vierhoeken, zooals bijv. Oot^'V, gevormd door 
de verticaal Oo = G, door lijnen uit O en uit o in de aangenomen 
richtingen OV en o o', en door eene lijn daartusschen evenwydig aan 
de richting OY', (en welke vierhoek althans in vorm gemakkelijk te 
bepalen is door eerst als zijne horizontale projectie te teekenen een 
driehoek met zijden evenwijdig aan de projectien der drie laatstge- 
noemde richtingen, en vervolgens door de verticale projectien dier 
richtingen op te klimmen tot die van den vierhoek zelf), waarna 
slechts O^ en kk" gelijk aan de gewichten ^G en k'G, en diis k'o 
gelijk ^'G, te nemen zijn; als wanneer eerst de aan Yk en k'v" 
gelijke en evenwijdige R en E', en daarna ook hare resultante —E' 
bekend worden. 

Meer uitvoerig moge daarentegen nog iets vermeld worden over 
de in het gevonden vlak der drie hoeken K'OK' = fl, K'OKizzö', 
KOK' = d' aan te wenden meetkundige oplossing van de vraag om 
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den gegeven driehoek met zyne zijden L'L', L'L, LL' in deze 
hoeken te stellen. Het schijnt hier meest yoor de hand te liggen, 
weder uit te gaan van een willekeurigen stand van ALL'L' in 
genoemd vlak, als wanneer de vraag naar de bepaling van den 
betrekkelijken stand van het punt O, waaruit de zijden onder de 
hoeken d, d', d' gezien worden, niet anders is dan het vraagstuk van 
Snellius; en dit punt zelf niet anders dan het gemeenschappelijk 
snijpunt der drie op de zijden beschreven en de hoeken d, d', d' 
bevattende cirkelsegmenten ; daarna dient dan tot den oorspronkelijken 
stand van OK, OK', OK' te worden teruggegaan. Evenwel zou 
ook bijv. als volgt eene rechtstreeksche constructie op deze drie lijnen 
of stralen zelve kunnen worden toegepast. Nemende (Fig. 3) eene 
om een willekeurig punt V van een dezer stralen OK' wentelende 
lijn VV^ wier uiteinde V den straal OK' doorloopt, als basis telkens 
van een met L'L'L gelijkvormig bl^jvenden driehoek VVl^ dan 
doorloopt de top l van dezen driehoek blikbaar een weg, die zich 
alleen door eene wenteling om l\ ten bedrage van den standvastigen 
hoek VVly onderscheidt van den weg, die zou doorloopen worden 
door een punt, dat op de basis VV zelf telkens een afstand gelijk 
aan de overeenkomstige tl van V zou behouden; en welke laatste 
weg wegens het standvastig blijven der verhouding van tl en VV 
eene aan OK' evenwijdige rechte lijn zou zijn. Ook de top l zelf 
doorloopt dus eene rechte lijn' ll^\ en om deze te construeeren is niet 
anders noodig dan op VV z^VV ^-=1,111/ de twee met AL'L'L 
gelijk en gelijkvormige standen VVl en VV^l^ van den wentelenden 
driehoek te teekenen. Deze lijn 11^ nu snijdt den derden straal 
OK in een punt l^ , hetgeen alzoo den veranderlijken driehoek in 
een stand Vl^V^ doet kennen, waarin alle drie de hoekpunten op 
de gegeven stralen liggen; en hieruit vindt men dan den gewenschten 
daaraan evenwijdigen stand van L'LL' zelf door slechts Z'^s=rL'L 
af te sneden en ZsLJlZ'O te trekken. Dat men, door Vl^ weder 
van V uit, maar op het verlengde van l^V uit te zetten, een tweeden 
evenwijdigen stand van ALL'L' zou verkrijgen, die zich van den 
eersten niet anders dan door symmetrische omzetting uit O zou 
onderscheiden, is klaar; maar opmerking verdient, dat men dien 
driehoek bovendien in een anderen voldoenden stand vindt door den 
wentelenden driehoek V V l aan den tegengestelden kant van de basis 
VV in teekening te brengen. Dit in wezenlijkheid tweede antwoord 
op de gestelde vraag moet dan ook evenzeer door de aanvankelijk 
aangeduide methode der cirkelsegmenten opgeleverd worden, waarbij 
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ALL'1/ in een vasten stand gedacht ward; en damromtFent sehigBi 
het de moeite waard nog het volgende in het midden te brengen. 

Noemt men ten opzichte van iedere zijde van den driehoek bin- 
nenkant den naar den driehoek zelf gewenden , en buitenkant den 
daarvan afgewenden kant, dan is de V9lledige meetkundige plaats 
der punten, waaruit de zgde L'L* onder den gegeven hoek 6 gezien 
wordt, niet alleen de cirkel, wiens reeds vermeld en binnenwaarts 
ondersteld segment den hoek d zelf bevat, maar bovendien de ten 
opzichte dier zijde symmetrisch geplaatste cirkel. Laten deze beide 
cirkels, naar de hoeken in hunne binnenwaartsdie segmenten, ge- 
noemd worden de cirkel fl en de cirkel 180*^—6, en laat voor de 
zijden L'L en LL' van den driehoek het dergelijke gelden. Om 
dan te doen zien, dat de zes cirkels ö, ö^ d*, 180**- ft, 180" — *', 
180® -6", behalve de natuurlijk niet in aanmerking komende hoek- 
punten L, L', L' zelve, in het algemeen twee, en ook niet meer 
dan twee, gemeenschappelijke snijpunten van drie onder hen opleveren , 
en wel het snijpunt van de drie eerste of oorspronkelijke, ea dat 
van de drie laatste of symmetrische , — merke men op , dat een wil- 
lekeurig punt slechts kan liggen, of binnen de drie zijden, dat is 
binnen den driehoek zelf; — of binnen twee zijden en buiten de derde; 
— of binnen ééne zijde en buiten de twee andere , (m. a. w. dat ten 
opzichte van den gegeven driehoek als assendriehoek of alle drie, of 
twee, of een der trilineaire coördinaten positief zijn). Beschrijft 
men nu op de zijden als koorden drie door dit willekeurige punt 
gaande cirkels, en let men als zooeven op de hoeken ö, 6', ö* in 
hunne binnenwaartsche segmenten, dan is blijkbaar voor den eersten 
en voor den derden stand van het punt de som van deze hoeken 
gelijk 360**, daarentegen voor den tweeden stand gel\jk 180*. En 
wederkeerig gaan elke drie op de zijden beschreven cirkels, waarvoor 
de som der binnenwaartsche hoeken bedraagt hetzij 860', hetzij 180*, 
en ook geene andere dergelijke cirkels, door een zelfde punt. Neemt 
men nu verder in aanmerking, dat meer in het bijzonder de zes 
binnenwaartsche hoeken d en 180' — fi der even beschouwde drie 
paren symmetrische cirkels geene andere combinatiën met dergelijke 
sommen toelaten dan deze beide, uit elkander voortvloeijende, 

{360* f 180* 

jg^„ en (180»-ö) + (180°-«') + (180'-r)= { ^^^^, 

dan volgt uit de twee evenvermelde stellingen dat, als drie cirkels 
op de zijden door één punt gaan, dit tevens geldt voor de drie 
symmetrische cirkels; maar, bizondere gevallen daargelaten, waarin 
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één of meer der hoeken 0°, of 90", of 180® zonden bedragen, ook 
▼oor geene andere oombinatiën van drie der zes cirkels. (Een nader 
onderzoek omtrent de eigenschappen van twee dergelijke symmetrische 
groepen yan drie cirkels, hetgeen ons hier te yer fan ons eigen- 
lijk onderwerp zou afleiden, vindt men in eene afzonderlijke later 
volgende bijdrage.) In dezen zin opgevat voldoet aan het vraag- 
stuk van Snelliüs, — behalve de eerste oplossing, waarbij het 
gevraagde punt, als snijpunt van drie cirkels met 860** tot som 
van hunne binnenwaartsche hoeken, ligt hetzij binnen den driehoek, 
hetzij binnen ééne zijde en buiten de twee andere — , nog eene tweede 
oplossing, waarbij de som dier hoeken 180** bedraagt, en het punt 
zelf steeds binnen twee zijden en buiten de derde ligt. Wat meer 
in het bizonder het opgegeven statische vraagstuk betref!;, hetgeen 
boven tot dat van Snellitjs werd teruggebragt, daarbij is een ver- 
eischte, dat ieder der drie beschouwde in de hoekpunten L, L', L' 
van den driehoek aangrijpende en met elkander evenwicht makende 
krachten "R , E', E' gericht zij naar dien kant van het ondersteunings- 
vlak V, V', V, waar zich de driehoek zelf bevindt. Daarom moet 
voor dit statische vraagstuk de even genoemde tweede oplossing 
buiten aanmerking blijven; en zal, daar bij de eerste oplossing . 
de binnenwaartsche hoeken der cirkels gelijk zijn aan de hoeken 
ö, 6', ö' zelve der krachten en niet, zooals bij de tweede oplos- 
sing, gelijk aan hunne supplementen, deze eerste oplossing het 
snijpunt der krachten doen vinden binnen of buiten den drie- 
hoek, naarmate geen of één der hoeken d, è\ d' kleiner is dan de 
overeenkomstige L, L', L'; kunnende byv. het geval van d<L 
gelijktijdig met Ö'<L' niet voorkomen, omdat steeds fl+6' = 
=:360'-6'>180'»>L+L' is. 

In het bizondere geval, dat twee der hoekend, ö', 6', en dus ook 
de derde, gelijk aan de supplementen der hoeken L, L', L' zijn, 
geven zij het orthocentrum of hoogtepunt van den driehoek als eerste 
oplossing van het vraagstuk van Snellius; terwijl dan als tweede 
oplossing ieder punt van den omgeschreven cirkel kan dienen. De 
onbepaaldheid van deze tweede oplossing in dit geval zou volgens 
de constructie van Fig. 3 blijken uit het alsdan langs OK vallen 
van ééne der beide aldaar besproken lijnen 11^. 

In al het vorenstaande is ondersteld, en dit zal evenzeer in de 
nu volgende analytische oplossing geschieden, dat bepaaldelijk aan- 
gewezen is, dat de hoekpunten L, L', L' in déze volgorde op de 
vlakken V, V', V' moeten komen te rusten. Had men hieromtrent 
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de keus vrg, dan zou men, door rerwisseling , voor dezelfde volgorde 
der hoekpunten, ook de vijf overige permutatien VV"V', VVV, 
VW, VVV, VVV der drie vlakken kunnen nemen. Ook zou 
men twee, zelfs alle drie de hoekpunten op een zelfde vlak kunnen 
onderstellen, waaromtrent echter een nader onderzoek minder in de 
bedoeling van de gestelde vraag schijnt te liggen. 



Gaan wij thans, na deze meetkundige beschouwingen, tot eene 
analytische behandeling van het vraagstuk over. 

Laat daartoe de oorsprong van een rechthoekig coördinatenstelsel 
in het snijpunt der drie gegeven vlakken V, V, V genomen worden, 
de as der Z verticaal en positief naar boven; en laten (A, B, C), 
(A', B', C), (A', B', C') de richtings-cosinussen zijn van de naar den 
binnenkant, dat is naar den kant van den drievlakkigen hoek zelf, 
opgerichte normalen dezer vlakken; dan hebben deze laatste, — als 
meetkundige plaatsen der punten (ar, y, z), (x\ y\ z)^ {a^\ y\ z), 
wier stralen loodregt op de normalen staan — , tot vergelijkingen 

Aa? + By + C^ = 0, AV+By+CVzz:0, A'ar'+By+C'^' =0, (1) 

waarin ook meer in het bizonder de coördinaten zijn op te vatten 
als die der hoekpunten L, L', L' van den gegeven driehoek. In 
plaats van nu te trachten deze negen coördinaten, gevoegd bij de 
drie reactien P, P', P', wier richtingen als boven binnen de overeen- 
komstige wrijvingshoeken naar willekeur gekozen kunnen worden, 
rechtstreeks als de twaalf onbekenden van het vraagstuk op te lossen 
uit de drie vergelijkingen (1), gevoegd bij de drie, die de gelijkheid 
der onderlinge afstanden van de hoekpunten aan de gegeven zijden 
l, l', r van den driehoek uitdrukken, en bij de zes vergelijkingen 
voor het evenwicht der reactien met het gewicht Gr; schijnt de bere- 
kening eenvoudiger af te loöpen, indien men van den beginne af 
de richtingscosinussen (A, ft, v), (A', ft', v'), (A', /ea", v') dier zijden 
als hulpgrootheden invoert, en eerst later, na deze bepaald te hebben, 
daaruit de coördinaten der hoekpunten afleidt. Men heefl dan de 
betrekkingen 

x'-x'=ilX, a?'— a? = ^'A', a?-a:'= Z'A', 

y'^y'=lf,, /-y=ZV', y-/ = ZV, |,.(2) 

z'-z'^zlv, z'^z^Vv', z-z' =l%\ 
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dus ook 



waaruit vooreerst 






0. ' 
0. 



(3) 



V V 



v" 



= 0. 



(3') 



als bevestiging, dat de drie richtingen Z, l\ l" evenwijdig aan een 
zelfde vlak zijn; ten andere (voor het geval, dat men ook de overi- 
gens bekende formule voor den hoek van twee richtingen uit (3) zou 
wenschen af te leiden), bijv. uit V^-%l'V' Cosh^l"^ = 1^ ={1x^4. 

+(^A*)* +(Zv)» = (r A'+z"A'0* + (zv+^vo* + (^'v'+rv'o* = r* -i- 

+ 2 Z' l" (A' A"+ Il f*"+ v' v'0 + Z"* , de eerste der drie overeenkomstige 
formulen 

A'A"+f«>''+ v'v"= - Coah, 

X!' A + /xV + v" V = - Co8h\ 
A A' + /M fc' + V v' = - CosL". 

Zijn nu verder (a, 3, c), (a', 5', c^, (a", ^", c") de voor de reac- 
tiën P, F', P" aangenomen richtingscosinussen, dan heeft men als de 
drie eerste voorwaarden voor haar evenwicht met G 

Pc + Fc'+PV' = G; 
zoodat althans de grootte van deze reactien dadelijk bekend wordt uit 



F 



P' 



Q 



<id' 




a"« 


^■^ 


ad 




aa'ci' 


b'V' 




b"b 




bV 




bb'b" 
cc'c" 



Zonder evenwel verder met deze reactien zelve voort te gaan» 
schijnt het ook hier, op het voetspoor van het vroeger verrichte, 
doelmatig weder de drie onderling evenwicht makende resultanten 
B, B', B'' in te voeren, die zijj met de in L, L', U' aangrijpende 
gedeeltelijke gewichten ^G, ^G, FG opleveren; waartoe trouwens 
de vorenstaande evenwichtsvoorwaarden gereede aanleiding geven , 
indien men slechts de derde, evenals de beide eersten op nul her- 
leid, schrijft onder den vorm (Pc-itG)+(Fc'-;fe'G)+(PV'-;t"G)=:0. 
Dan toch, noemende («, j3, y), («', P', yO» («'V^"> v") de richtings- 
cosinossen van B» B'» B'', is slechts te stellen Pa=B^, Pi = 
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= Kp, Pc— A:G=Ry, gerende ter gelijktijdige bepaling van R 
zelf en yan a^ /3, 7 de formulen 
1 .jt_ (3 y 1 

1 , 

"" i/(P*-2/tPGc + 42G*)' 

en eyenzoo voor R' en voor R', om de drie vorenstaande vergelij- 
kingen in P, F, P' te zien overgaan in deze drie onderling geheel 

symmetrische 

Ra + R'^t' + R'^'^iö, 

RP + R'P' + R'(3'=:0, 

Ry+R'y' + RV'' = 0, 

die niet alléén door 

p/3'p' 



(4) 



yy y 



= 



(4') 



de richtingen van R, R', R' weder evenwijdig aan een zelfde vlak 
doen kennen, maar door de volkomen overeenstemming van haren 
vorm met (3) ook reeds uitwijzen, dat deze drie krachten evenredig 
zijn aan de met haar evenwijdige zijden van een driehoek. Die 
overeenstemming moet trouwens in het algemeen leiden tot soortgelijke 
betrekkingen tusschen de bij R, R', R! als tusschen de bij l, l\ V 
behoorende overeenkomstige grootheden. O. a. heefb men ter bereke- 
ning thans van de reeds vroeger door 6, %\ d' aangeduide hoeken 
tusschen de krachtrichtingen de formulen 

« a' + (3 /3' + y y' = C7o« ö"; 
waarbij het verschil in teeken met de overeenkomstige formulen voor 
L, L', L' zich laat verklaren, doordien bijv. de hoek L bepaald 
wordt door de lijnen van (a?, y, z) uit naar {x\ y\ z') en naar 
(fe*', j^", 5f'), dat is door de lijnen x'—x enz. en a?'— o? enz. of 
(-A*, -/x', -v') en (A', /, v'); terwijl dan ook L+L' + L'rz: 180^ 
is, heefb men thans 6 + d' + d'=360*. Verder laat zich bijv. uit 
(4), en evenzeer uit (3), de sinusregel, indien men ook dezen niet 
als bekend wenscht aan te nemen, afleiden; men heeft namelijk 



R:R':B' = 



yV 


• 
• 




• 
• 


P/3' 

yy' 


— ' 


y'/ 


• 
• 


ec' cc 


• 
• 


yy' 


*'«' 




a'» 




a»' 


i 


P'P' 


• 


p'P 


• 


\^& 


i • 


f t • 4 


» • 


• • • < 


4 


• • • \ 



(8) 
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waaruit, in verband met 



7 7' 


2 

+ 


1 H 

77 


1 

+ 





-(«'«•+ p'r+/yT = 



en met de overeenkomstige waarden weok 8m^è* en Mn'^t''^ en let- 
tende op de poehieye teekens der cinuaaen vui de beneden 180® 
blijyenda hoe^n 0, d', A', Tolgt B: E': E' = iSwd: ^0':^»^ 

Beeds boven werd er aan herinnerd dat, nu de drie krachten 
B, B'^ B" in de plaats getreden edgn van de vier P, P', P', G, a^ 
een stelsel in eveowicht vormen. Men heeft dus, bepaaldei^jk met 
het doel om betrekkingen tussohen hare aangrijpingspunten Ie vinden, 
ook te voldoen aan de drie nog niet opgemaakte momentenvergelijkingen 
voor het evenwicht. Daarbij ter vereenvoudiging de momenten, in 
plaats van ten opzichte der coördinatenassen , liever ten opzichte van 
evenwijdige assen door een der hoekpunten, bijv. L, nemende, — 
waardoor van zelf de momenten van B verdwijnen — , kan men voor 
deze vergelgkingen , uithoofde dan het aangrijpingspunt van B' is 
i-l'X\ -Vft\ -rv'), en dat van B" (^A', V yi , l')t% nederachrijven 



v'y' 



H-B-'r 



V y* 
A'a' 



= 0, -B'^« 






vV 



+ B'i5 



V y" 
A'«' 



= 0, 



+ B''Z' 



A'a" 
f* F 



(ö) 



waarvan de som der producten met — «', — <3', — y' en met «% p% y' 
geeft 



A'«'«' 



= 



en 



X'odaT 
v'y'y' 



= (6') 



.Br^)gt meii dese beide betrekkingen nu onderling en ook met (Z') 
en (4') in verband, dan is men in de gel^nheid heriuudddyk de 
alg^&eene eigenschap toe te passen, volgens welke, als twee deter^ 
ijünanten, die slechts in ééne kolom van elkander verschillea, geljjk 
nul Ejjjii, iedere «adere determinant, daaruit a%eleid door in €An diér 
béiden eene der gelijjke kolommen te vervangtn doof de <!>ngijyriy 
kolom van den aodecen^ almede gel^k nul is; iets waartan men 
zioh onmiddeliyk overtuigt doordien, omdat de eerste detanninaiit 
gdigk nul is, ieder element van de weggenomen kolom lineair vit? 
gedrukt nlbet kunnen worden, Tdlgens eekere voor alle rijjen gemeen" 
Mha^pe^jke ooëffioittiten» in de dmenten derzelfle Iq nn d«n «eraten 
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determinant; en doordien deze uitdrukking dan om gelijke reden 
gelijk te stellen is aan eene overeenkomstige uitdrukking voor hetzelfde 
element in den tweeden determinant; — of ook, doordien men, voor 
ieder der twee eerste determinanten nemende de som der producten 
van de elementen van diens ongelijke kolom met de voor beide 
determinanten gemeenschappeü^'ke minors, gevormd uit alle gelijke 
kolommen, en aan de twee vergelijkingen, die uitdrakken, dat deze 
sommen gelijk nul zijn, toevoegende de identische vergelijkingen, die 
op dezelfde wiyze voortkomen uit iedere gelijke kolom in verband 
met dezelfde minors, slechts telkens tusschen ai deze vergelijkingen, 
met beurtelingsche uitsluiting van eene der laatsten, de minors zelve 
te elimin^en heeft; — - of ook, doordien men, aan het zamenstel van 
de twee ongelijke en alle gelijke kolommen toevoegende beurtelings 
ééne der rijen van dit s^amenstel zelf, telkens een nieuwen determinant 
van één graad hooger dan de oorspronkel^ke verkr^'gt, die zich 
identisch tot nul herleidt, en die dus, volgens de elementen der 
toegevoegde rij ontwikkeld, eene homogene lineaire betrekking tus- 
schen de twee eerste en alle andere determinanten geeft, zoodat nu 
al dergelijke betrekkingen te zamen, door daarin de onderstelling in 
te voeren, dat de twee eerste determinanten gelijk nul zijn, leeren, 
dat dan ook ieder der overige determinanten gelijk nul is. 

Past men na deze uitweiding nu werkelijk de besproken algemeene 
eigenschap op het tegenwoordige geval toe, dan kan men onder den 
enkelen vorm 



lm Ik 



= 0, 



'6.5.4 
zamenvatten de ' ' = 20 betrekkingen, komende door alle uit 

1 • S • o 

de combinatien van deze zes kolommen drie aan drie te vormen 

determinanten gelijk nul te stellen, betrekkingen die niet anders 

uitdrukken dan dat de zes richtingen l^ l\ V^ E, 1L\ E' evenwydig 

loopen aan een zelfde vlak; en van welke er dan ook slechts vier, 

bgv. de vier zooeven gebruikte (3'), (4') en (6'), onderling onafhan- 

kelqk zijn. Dit laatste wordt o. a. bevestigd doordien onder die 

twintig betrekkingen ook voorkomen de vier, die men rechtstreeks zou 

gevonden hebben, had men bij het opmaken der drie momenten- 

vd^eiykingen de assen, in plaats van door L, gelegd door L' en 

daarna door L'; waarbijj werkelijk, zooals bekend is, die nieuwe 

momieDtenTergelqkingen slechts gevolgen yan het boren gebelgde 
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volledige stelsel der zes evenwichtsToorwaarden roor de krachten 
E, E', E' zouden geweest z^'n. 

Krachtens deze verschillende, onder beknopten vorm bijeengeschreven , 
determinantenbetrekkingen moet nu o. a. de mogelijkheid bestaan van 
zekere onbepaalde coëfficiënten (t, «), (f, vl), (t\ u"), zoodanig dat 

Substitueert men deze waarden in de eerste bijv. der vergelijkin- 
gen (6), dan gaat zij over in 



— B/l 



1 10 



t^y\u*'y' y' 



» it 



of 



—-Bfft 



yy' 



+ E'Z 



+ E'r«' 



^/+«V y' 



= 0. 



= 0, 



yy" 



en valt blijkens (5) zamen met hetgeen de tweede en de derde vergelij- 
king (6) op dezelfde wijjze zouden leveren, namelijk — rr=:?«'=r, 
indien hierin r eene zekere lijn beteekent, die op zich zelve in de 
plaats der twee coëfficiënten f en u wordt ingevoerd. Evenzoo is 
dus te stellen —Z^ = r«"=f^ en —f <' = ;« = /^ en hiermede 
treedt dan het vereenvoudigde stelsel 

Zf*z=--/p'+r"(3", ZV=-r"p"+r(3, ?y' = -r/3 + r'p', . . (7) 
^v=-//+rV, r/=-rV'+^y, rv"=:-ry + rV,l 

waardoor de negen richtingsoosinussen van lyl\ V' niet meer van 
zes onbekenden t^ t\ t\ «, u\ vl\ maar slechts van de drie onbe- 
kenden r, r\ r" afhangen, en waarmede nu reeds zoowel aan (3) 
als aan (6) en aan de overeenkomstige vergelijkingen tusschen E'' 
en E en tusschen E en E' voldaan is, in de plaats van het stelsel 
van zooeven. 

Alvorens tot de berekening van deze hulpgrootheden r, r^, r" 
over te gaan , zij ter loops opgemerkt, dat de meetkundige beteekenis 
daarvan reeds uit de nu gevonden vergelijkingen (7) zelve blijkt; 
deze toch geven door haar vorm te kennen, dat de drie groepen van 
lijpen (^, r', r"), (Z', /', r), (Z", r, r) ieder een driehoek vor- 
men, en bevestigen dus analytisch, dat de drie krachten E, E', E'' 
elkander in een zelfde punt O (op grond van de meergenoemde de- 
terminantenbetrekkingen in het vlak van ALL'U' zelf) snijden, 
waarvan de afstanden tot L, U, V juist de onbekenden r, /, r** zijn. 

6 
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Wellicht komt dit nog doidetyker uit, indien men de vergel^kingen 
(7) in Terband met (2) aldus schrijft 

Y=y + rP=y'+r'p'=y- + f^r, (8) 

Z = ^ -f r y = j + r y' =^ ^' + ** y*; / 

als wanneer men tevens in X, Y, Z de coördinaten van het gemeen- 
schappelgk snijpunt O erkent. 

Wat nu de berekening der onbekenden r, /, r' betreft, de drie 
daartoe dienende vergelijkingen komen onmiddellijk door substitutie 
van (7) in (ZA)* +(/f«)* +(^v)* =Z* en in de twee overeenkomstige 
betrekkingen, en wel 

r'^'-%r''rCos^'+r^=r^, | (9) 

deze bevestigen nogmaals de omschreven beteekenis van r^ r\ r', en 
hare oplossing komt blijkbaar weder neder op de algebraïsche oplos- 
sing van het vromer ter sprake gebrachte vraagstuk van Snbllius. 
Zonder dan ook in een . onderzoek van dat vraagstuk volgens de 
regels der trigonometrie te treden, waaromtrent o. a. uitvoerig ge- 
handeld wordt in G. J. Ve&dam's Summarium der gomometrie^ enz., 
Z^ druk, 1858, pag. 209 — 280, zullen wij ons, hetgeen meer 
eigenaardig aan het voorgaande aansluit, nog met de rechtstreeksche 
oplossing van deze drie vergelijkingen bezig houden. Daartoe kan 
men bijv. als volgt te werk gaan. Door de eerste af te trekken 
van de som der tweede en derde komt, deelende door 2, 

r*-rVCb«ö'-rr'Cb«ö'+r'r'Cb*fl=|(rH^'*-^*)='^Cb«L, . (10) 

hetgeen trouwens ook zou gevonden zgn door dadel^ke substitutie 
van (7) in rA\rA'4^'f*'.^>'+'v'.rv'=-rr CbtL, en, wegens 
O -f" ^' + ^' = 360% tevens te schreven is onder den vorm 

{r'-f^CosV){r^f'Co9h')-'f' f' SmV .Sinh' —tv Oo^Ij. 

Het vierkant hiervan aftrekkende van het product der tweede en 
derde vergelijking onder den yoim 

verkr^gt men 

of, den inhoud van ALL'L' voorstellende door I» 
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r'r''Sin^+r'rSin^' + rr'8inr=i±l'rJ^nL:::z±21 • . (11) 

Verrolgens weder van Sin^ maal (10) aftrekkende Co«fl maal (11) j 
komt er 

op grond waarvan men , in verband met de beide op dezelfde wijze» 
of door letterverwisseling, te vinden overeenkomstige betrekkingen 
voor r' en voor r', gerechtigd is te stellen 

rSinJj _ /^y _ r'Sinh' _ 
^»(öq:L) '^ ^»(6'qiL') "" /Sm(6'q:L') ~ 

(Zie over de keus en de beteekenis van deze notatie d^^ de Aan- 
teekening aan het slot dezes). 

En hiermede is de oplossing van het vraagstuk in zooverre weder 
een stap verder gebracht , dat alsnu slechts de bepaling van de enkele 
onbekende <?j, waarvan r, /, r" afhankelijk zijn gemaakt, overblijft. 
Daartoe is het voldoende, de even gevondene r, /, r", in d^ uitge- 
drukt, te substitueren hetzij in (11) of in de laatste leden van (12) 
zelve, waardoor men, invoerende nog de middellijn d van den om- 
geschreven cirkel van z^LL'L", nederkomt op deze beide slechts in 
vorm verschillende formulen 

d\ { Sin (6'TI^' ) .^» (Ö'TL') .l^nL.Sin^+8in{^'^L'').Sm(^:^L).mnL\8inr + 
+ Sin (ö TI'). Sini^'T L'). SinL'. Sin^''} = ±^lSinL.Sin L'. Sin L" — 

=±(7)" ('" 

en 

c?J{i8ï»L^5^«L^/8ï»ö.^»(flTI') + ^»L^^*»L./&»6^iSÏ»(fl'q=L') + 

+/SÏ»L./8ï»L^iSi«r./8i»(ö"TLO} =+2I5ï»L.6fo*L^^mL«'= . . . (13') 

De halve som of het halve verschil van deze formulen zou — 
doordien bijv. de eerste termen in de beide vormen binnen de 
haalges, na Sin^ uitgelicht te hebben, zijn zamen te vatten tot 

&n{h'^V).8in{h''^l/).^Jj±^nV.mnU'.Sin{^T-^ = 
= Sin ö'.^(y T L') . SinV A-Sin fl' . Sin (d'TLO.^»L% zooals bKjkt door 
voor Sin L en voor Sin(l^'^L) te schrijven SinU .0081/ '\' Sinlf.CosJ/ 

en «»($'+L0.Cb«(6'TL0 + ^»«(ö'TL')-Ci>«(ö' + L')> en evenzoo 
voor de tweede en voor de derde termen binnen de haakjes, — nog 
geven deze derde formule, even als de twee eerste slechts onderscheiden 

6* 
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door rondgaande yerwisseling van elk der drie hoeken d^L met de 
overeenkomstige L en 6, 

+ ^»d.««d^i8ï<fl'TL').^mL*} =±2Ii&«L..SS^»L^^^^^ ; . . . (13') 

terwijl, altyd met het doel om d^ te berekenen, zelfs nog andere, 
maar minder symmetrische formulen zouden komen door substitutie 
van r, /, r" uit (12) in de drie oorspronkelijke vergelijkingen (9). 

Derhalve zijn nu é?, , daarmede uit (12) ook r, /, r\ en hiermede 
uit (7) weder de negen richtings-cosinussen van Z, l', V' bekend 
geworden. Blijft alzoo ten slotte slechts over, ten einde tot de vol- 
ledige analytische oplossing van het gestelde vraagstuk te geraken, 
de negen coördinaten der hoekpunten L, L', L" zelve te berekenen. 
Deze berekening op hare beurt schijnt, —nu de bedoelde coördinaten 
volgens (8) reeds zijn bevonden op regelmatige wijze zamen te hangen 
met de coördinaten X, Y, Z van het snijpunt O der drie krachten 
RjE^jR", — het eenvoudigst te geschieden door ze terug te brengen 
tot de berekening der drie onbekenden X, Y, Z; waartoe het vol- 
doende is om, lettende op de allereerst gestelde vergelijkingen (1) 
der drie gegeven vlakken V, V', Y", de sommen der producten van 
(8) met (A, B, C), met (A', B', C), met (A", B", O"), te nemen. 
Immers, op deze wijze blijken X, Y, Z te moeten voldoen aan de 
drie vergelijkingen 

AX+BY4-CZ=: r(A«.f-Bp +Cy), 
A'X+B'Y+C'Z= /(A'a'+ B'/3'+C'/), 
A"X+B" Y+ C"Z = /'(A"«"+ B"/3"-|.C' V'0 , 

die niet anders uitdrukken, dan dat het punt(X, Y, Z) het snijpunt 
is van drie vlakken, op afstanden gelijk aan de projectien van 
y, r', r" op de normalen van V, V, V", evenwijdig aan deze 
laatste vlakken aangebracht. En er komt, stellende die afstanden of 
tweede leden der vergelijkingen kortheidshalve door D, D', D" voor. 



X 



z 



IB C D 
B'O'D' 
B"C"D" 



CAD 

C'A'D' 

C"A"D" 



A B D 
A'B'D' 
A"B"D" 



ABC 
A'B'C' 

A"B"C" 



waarin men nog, terugkeerende tot de rechtstreeks in Gr uitgedrukte 
reactien P, P', P", en noemende ^, (f', ^* de hoeken van deze 
met de even vermelde normalen, zou kunnen schreven, bqv. 
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D:=:r(Aa+B/34Cy) = — {P(A«+Bi+Cc)-^GC} = :^(Pa?«<^-A?GC) 

en erenzoo voor D' en voor D'; terwijl dan voor ieder vlak zonder 
wrijving de overeenkomstige richtingscosinussen a = A, &=B, c^zC 
zouden moeten genomen worden, dat is de hoek gel\jk nul zou 
wezen. 

X, Y, Z alzoo gevonden zijnde, zijn eindelijk a?, y, z^ x\ y\ f', 
a?*, y", z* uit (8) te berekenen. 

Voor het zwaartepunt van den driehoek zou men nog hebben, 
wegens k-^k' '\-kt' =z\^ de coördinaten 

kz^k'z '\-k''z'—Z-{kry\k'r'y''\-k'ry). 

Dat in den loop der voorgaande berekening van r, /, r' in (11) 
en verder dubbele teekens zijn opgetreden, is naar behooren in over* 
eenstemming met het' vroeger aangevoerde omtrent de twee punten, 
die aan het vraagstuk van Snellius voldoen. Voor de eigenlijke 
oplossing van het statische vraagstuk komen alleen de bovenste tee- 
kens in aanmerking; en de formulen (12) bevestigen in dat geval 
hetgeen vroeger over den stand van het punt O met betrekking tot 
ALL'L* is opgemerkt, doordien zij, naarmate geen of één der hoe- 
ken d, d', d' kleiner is dan de overeenkomstige L, L', L', aan geen 
der afstanden r, r\ r', of aan den overeenkomstigen , eene negatieve 
waarde geven. Dat overigens de dubbele teekens, die bovendien 
voor dl zouden voortvloeijen uit de formule (13) of (13') of (13"), 
geene nieuwe oplossing voor het vraagstuk van Snellius en geene 
eigenlijke oplossing voor het statische vraagstuk opleveren, maar 
slechts heenwijzen op de ook vroeger vermelde symmetrische omzet- 
ting van ALL'L' om O, behoeft nauwelijks vermeld te worden. 

Men zou zich nog kunnen voorstellen, en in zeker opzicht zou dit 
eigenaardig zijn, de coördinaten der hoekpunten L, L', L*, die de 
meest onmiddellijke bepaling van den evenwichtstand van den drie- 
hoek opleveren, rechtstreeks in de gegevens van het vraagstuk zelve 
uit te drukken. En werkelijk zou daartoe de mogelijkheid bestaan, 
daar de weg is aangewezen, om achtervolgens de bij ieder hoekpunt 
behoorende grootheden, zooals bijv. P, E, a, (3, y, 6, e?,, r, D, 
X, Y, Z, a?, y, z voor het hoekpunt L, te berekenen. Even als vroeger 
echter bij de meetkundige behandeling van het vraagstuk de te ver- 
richten constructien slechts aangewezen, niet uitgevoerd, werden, 
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eyenzoo zullen thans de herhaalde voor het zoo eren genoemde doel 
yereischte substitutien achterwege gelaten worden; te meer, omdat de 
zelfs yoor het geval zonder wrijying zeer zamengestelde einduitkomsten 
dier substitutien een minder duidelijk inzicht in den zamenhang der 
gegeven en der gevraagde grootheden zouden aanbieden dan de boven 
uiteengezette trapsgewijze oplossing. Om dezelfde reden zal ook niet 
beproefd worden bijv. tot eene aanwijzing te geraken van de uiterste 
of grens-standen, waarbinnen op ieder der drie gegeven vlakken het 
overeenkomstige hoekpunt van den driehoek zich moet bewegen , 
wanneer men alle bij wrijving mogelijke evenwichtstanden in aan- 
merking wenscht te nemen. 

Om toch aan den anderen kant, zij het voor een bizonder geval, 
de oplossing zelve door middel van de gevonden formulen eenigzins 
verder door te voeren , moge nog het geval worden onderzocht, waarin 
zoowel de gegeven drievlakkige hoek als de daarin te plaatsen drie- 
hoek symmetrisch is ten opzichte van bijv. het coördinaten vlak ZO X, 
terwijl bovendien de wrijving verwaarloosd wordt. Het vlak V heeft 
dan tot vergelijking Aaj-fC^rzriO, de vlakken V en V' evenzoo 
AV±B'/ + C'/=iO; m.a.w., terwijl B = 0, A'=A', C'=C', 

« 

en in het algemeen iedere grootheid met twee accenten gelijk is aan 
de gelijknamige met éën accent, maken hierop alleen B' = — B' en 
dan ook y" z=L—y uitzondering. Met deze vereenvoudigde gegevens 
vindt men nu gemakkelijk 

Sin^ Cosh 1 



Ev/(4R'»-R») R»-2R'»~2R'» 
V/(4R'»-R2)— ^^ —217' 

D=^(P-AGC), D' = ^(P'-*'GC'), 
X Y Z 1 



CD -CD' O AD'-A'D AC'-A'C 
en hieruit bijv. 
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2=Z-ry=Z-^(PC-AG). 



gevende na herleiding 
^5^^ = ^^£^.= ^{P(AA'+CC')-AGC}-^(P'-A'GC). 

waarin nog verder de even gevonden waarden zouden kannen ge- 
substitueerd worden; enz. En om nu het zamenvallen van deze 
oplossing aan te toonen met diegene, welke in dit bizondere geval 
rechtstreeks uit'eene beschouwing in het symmetrie-vlak ZOX kan 
worden afgeleid, merke men op dat de thans elkander snijdende 
reactien P' en P' eene in dat vlak liggende resultante opleveren, 
die door het midden van de zijde L'L*, dat is door het punt 
(a?', O, 2')y loodrecht op den gemeenschappelijken doorgang A.'x''\'C'z':=:0 
van de vlakken V' en V gaat, en die met de door het hoekpunt 
L of (x, O, z) loodrecht op den doorgang Kx-\-Gzz=zO gaande 
reactie P het gewicht Gr van den driehoek in evenwicht moetende 
houden, deze reactie alzoo in een punt der verticaal van het zwaar- 
tepunt moet snijden. Neemt men verder in aanmerking, dat de hori- 
zontale afstanden van deze verticaal wederzijds tot die door (a?', z') 
en door (a?, z) en de afstand van deze beide laatste verticalen onder- 
ling zich verhouden als k:^k' :l; en dat de cotangenten der hoeken, 
die de even bedoelde resultante van P' en P', en die de reactie P 

C' C 

wederzijds met de verticaal maken , gelijk -p Qn — - zijn; — dan volgt 

lx. A. 

uit deze beschouwing onmiddellijk voor de tangens van den hellings* 

z — z' C' C 

hoek van het vlak van den driehoek de waarde -. =^— r + 2^'-7 . 

o?— o? A' A 

En dat deze waarde werkelijk in overeenstemming is met de daarvoor 

uit de algemeene formulen af te leiden uitdrukking, blijkt doordien 

z — z' 

uit X=:x-\-rx=ix''\-r'6c' en Zi=iz-\-ry=zz''\-r''y' volgt , =. 

x-^x 

t' y — Ty 

= — — ; en dus omdat — lettende op de waarden van P en P' 

ra —ra 

en op ^ -f 3 ^' = 1 , — zoowel 

u! "" PA' ~ AA' "" AA' 

y __ PC-/'G _ A'C + ^(AC'~A'C) _ Ar.AC'+a^^'.A'C 

^^ CL~ PA ~ AA' "" AA? 
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IS, ook , =; ~— r—rz 

x—9i AA 

al9 soo even. 



Oaat men de wQze na, waarop in het voorgaande het opgegeven 
statische vraagstuk door constructie en door berekening is opgelost, 
dan blijkt, dat dit vrij eenvoudig kon geschieden bepaaldelijk door- 
dien de richtingen, en dus ook de grootten, der door de ondersteu- 
ningsvlakken op den driehoek uitgeoefende reaotiën al dadelijk, on- 
afhankelijk van den nog onbekenden stand van hare aangrijpings- 
punten, konden aangegeven worden ten gevolge van de aanname 
juist van platte steunvlakken. Het vraagstuk zou dan ook, zelfs al 
wilde men het door het buiten rekening laten der wrijvingen tot een 
geheel bepaald vraagstuk maken, van moeielijker aard worden, in- 
dien de driehoek met zijne hoekpunten moest rusten op drie gegeven 
gebogen oppervlakken. Al waren die oppervlakken bijv. bollen en 
al wist men dus van te voren, dat de overigens nog onbekende reac- 
tiën door de middelpunten dier bollen moeten gaan, zou de oplos- 
sing, die dan tevens den evenwichtstand zou aangeven van een met 
de hoekpunten door koorden van gegeven lengten aan drie gegeven 
punten op te hangen gegeven driehoek, waarschijnlijk vrij zamenge- 
steld worden. Eene uitzondering hieromtrent zou evenwel het geval 
maken van drie concentrische bollen, dat is van één gemeenschappe- 
lijk ophangpunt der koorden. Althans eene eenvoudige constructie 
ligt in dat geval voor de hand; het zamenstellen toch van eene py- 
ramide met den gegeven driehoek tot basis en met opstaande ribben 
gelijk aan de gegeven koorden, het trekken in die pyramide van 
eene lijn uit den top naar het zwaartepunt der basis, en het plaat- 
sen van deze lijn in verticalen stand met den top in het gegeven 
ophangpunt, terwijl overigens aan de pyramide eene willekeurige 
oriëntatie om deze verticaal zou kunnen gegeven worden, zou vol- 
doende zijn. Het werkelijk uitvoeren van de hiertoe noodige oon- 
structiën, evenals het opmaken der formulen, die daarvoor in de 
plaats zouden kunnen treden, bijv. voor de lengte van de omschre- 
ven lijn uit den top, voor den hoek, dien zij maakt met de basis, en 
voor den hoek, dien hare projectie op de basis maakt met eene be- 
paalde richting in dat vlak, een en ander uitgedrukt in de zijden 
van den driehoek, in de boven gebruikte verhoudingsgetallen k^k\h^ 
der gewichten of ook bijv. in de afstanden van het zwaartepunt tot 
de hoekpunten, en in de lengten der drie koorden, moge hier we- 
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der achterwege bmven. Alleen z^ als meer eenroudig yoorbeeld van 
dien aard nog de formule vermeld yoor den hellingshoek , dien een 
gegeven gel^kslachtige driehoek , rustende in een gegeven bol , — of wat 
hetzelfde is, door drie gelijke koorden opgehangen aan een zelfde 
punt, — ' in den evenwichtstand met een horizontaal vlak maakt. Die 
hellingshoek 4^, gel^k aan den hoek, dien de loodl^'n uit het mid- 
delpunt van den bol op het vlak van den driehoek maakt met de 
verticaal, die dat middelpunt met het zwaartepunt van den driehoek 
verbindt, wordt, indien men zich bijv. in Fig. 1 nog het middel- 
punt Q van den omgeschreven cirkel van ALL'L' bijgeteekend 
denkt, en den straal van dien cirkel p en dien van den bol E noemt, 

bepaald door 5^ v^ = --^— -y ; waarbij men ter berekening van 

den afstand QZ kan gebruik maken van hetgeen de som der drie 

vergelijkingen 

QL* =QZ» + LZ*-2QZ.LZÖ>»QZL, 
QL'» = QZHL'Z*-2QZ.L'ZCb«QZL', 
QL"» = QZ»+ L''Z»-2QZ . L'Z Cb^QZL', 

oplevert, namelijk, — lettende eensdeels, dat LZ* + L'Z*-f L"Z* z= 
= J (2rH 2Z'*'-Z>)+ i (2Z^' + 2/*-r») 4 l (2ZH2^^-^^*) = 
= 1 (it 4. z' 1 + ^' ï), en ten andere, dat LZ Cos QZ L + L' Z Cb^QZL' + 
4-L"Z 0?«QZL'' gelijk de algebraïsche som der afstanden van L, L', L" 
tot de in Z loodrecht op QZ staande lijn, dus gelijk nul is, — 
8p» = 3QZ»+ l (^H^'* + ^"*); zoodat men verki^gt 

In deze formule is als bizonder geval begrepen de bij M. Jullien, 
Prohlèmea de mécanique rationnelley Tomé I, 1865, pag. 76, n<*. 16, 
voorkomende voor den gelijkbeenigen driehoek; want substitueert 
men in de even gevondene ^ = ^=0, ^'* = 4(a*— ^*), 

dus p = _ = _. 9p»-.(ZH^H^-) = (-^^J , 

en vervangt men nog t^ en E door d en r, dan gaat zij over in de 
aldaar opgegevene 

^ 3v/(4r A*-a*) 



Had men, in plaats van met een driehoek en een aantal van drie 
ondersteuningsvlakken, in het algemeen te doen met een gegeven 
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w-hoek, dien men met elk yan 2$n(B hoekpunten op één van 9» gegeven 
platte vlakken in evenwicht zou wenschen te j^aatsen, dan schijnt 
oppervlakkig, voor binnen de behoorlijke grenlsen aangenomen ti^- 
tingen der drukkingen op de ondersteuningsvlakken , de oplosöing 
weder mogelijk en bepaald te wezen; daar men bijv. als onbekenden 
zoiu kunnen invoeren vooreerst drie standvastigen ter aanwijzing van 
den stand van het vlak van den veelhoek, en verder n coördinaten 
voor de hoekpunten, die dan ieder in eene der doorsneden van dit 
vlak met de gegeven vlakken moeten liggen, alsmede de n reactien 
van deze laatste vlakken, te zamen 2 9»-)- 8 onbekenden; terwijl men 
over een gelijk aantal vergelijkingen zou kunnen beschikken, ont- 
staande namelijk uit de 2 « — 8 onderling onaf hankelijke voorwaarden, 
vereischt opdat de steunpunten werkelijk de hoekpunten van den in 
vorm en in aimetingen gegeven » hoek zullen zijn, en voorts uit de 
zes algemeene voorwaarden voor het evenwicht der reactien met het 
gewicht van den «-hoek. 

Toch valt ten deze op te merken, dat van een dergelijk vraagstuk 
slechts in enkele gevallen sprake kan zijn, en wel uithoofde in de 
2»— 3 eerstbedoelde vergelijkingen in het algemeen niet een gelijk 
of een grooter aantal der onbekenden voorkomt, maar slechts de 
» + 8 onbekenden, betrekking hebbende op den stand van het vlak 
en van de hoekpunten van den »-hoek; de » onbekende reactien 
treft men in deze vergelijkingen niet aan. Bijgevolg is de oplossing 
slechts mogelijk, en dan ook bepaald, zoolang 2« — 3^»-|-8 is, dat 
is voor driehoek, vierhoek, vijf hoek, en zeshoek; voor dezen laatsten 
bijv. is, onafhankelijk van statische voorwaarden, de stand, waarbij 
de zes hoekpunten in zes gegeven vlakken komen te vallen, op zich 
zelf reeds bepaald; en moeten dan de zes evenwichtsvoorwaarden 
verbruikt worden om de zes volgens dan bekende lijnen werkende 
reactien te berekenen. Daarentegen kan bijv. een willekeurig gegeven 
zevenhoek niet met zijne hoekpunten in zeven gegeven vlakken gepast 
worden, men moge het evenwicht als voorwaarde stellen al of niet. 



Blijft het aantal der steunpunten en dat der steunvlakken tot drie 
beperkt, dan geldt de oplossing van het vraagstuk van den driehoek 
blijkbaar ook voor het geval van eene willekeurige zware vlakke 
figuur, met drie gegeven punten van haar vlak in evenwicht te 
plaatsen op drie gegeven platte vlakken, mits natuurlijk in de onder- 
stelling, dat de vorm der figuur zoodanig is, dat zij zich dan geheel 
tusschen die vlakken bevindt; zooals bijv. het geval is, indien een 
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rechtlijnige driehoek, met behoud van zijne hoekpunten, wordt ver- 
anderd in een kromlijnigen door het wegnemen rm willekeurige 
binnenwaartsche segmenten op de zijden. 

Van moeielijker aard daarentegen dan het yraagstuk van den 
driehoek of yan de ylakke figuur sch^'nt dat, om een willekeurig 
gegeren ligchaam zoodanig in eyenwicht te plaatsen, dat drie op 
gegeyen wijze met het ligchaam yerbonden of daaryan deel uit- 
makende punten op drie gegeyen platte ylakken komen te rusten, 
(altijd wel te yerstaan in de onderstelling yan zoodanigen yorm 
en stand van het ligchaam en yan de steunylakken, dat de 
drie bedoelde punten de eenige ondersteunde punten zijn). In dat 
geyal toch heeft het zwaartepunt van het ligchaam wel weder een 
gegeven stand ten opzichte van de drie steunpunten, maar ligt nu 
niet meer, zooals bij de voorgaande vraagstukken, in het vlak dezer 
steunpunten. Wellicht kom ik bij eene latere gelegenheid op de 
oplossing van dit meer algemeene vraagstuk terug. 



Met het behandelde vraagstuk van een driehoek in de ruimte komt 
in het platte vlak, en wel in een verticaal vlak, het vraagstuk 
overeen, om eene gegeven gelijkslachtige of ongelijkslachtige staaf 
met de uiteinden in evenwicht te plaatsen op twee gegeven hellende 
lijnen. Voor de oplossing van dit vraagstuk door berekening, althans 
in het geval van gelijkslaehtigheid , kan men o. a. nazien Jüllten, 
Tomé I, pag. 72, n«. 10; pag. 81—82, n*. 6; pag. 156—157, 
n^. 2; ook Tomé 2, pag. 71 — 73, n*. 6. Door constructie kan 
het op verschillende wijzen worden opgelost. Aannemende weder, dat 
de richtingen der op de gegeven lijnen uitgeoefende drukkingen wil- 
lekeurig, mits onder geen grootere hoeken mei de normalen dan de 
overeenkomstige wryvingshoeken, zijn gekozen, schijnt wel het meest 
voor de hand te liggen, (Pig. 4), op de beide deelen LZ en L'Z, 
waarin de staaf LL' in een willekeurigen stand door haar zwaarte- 
punt Z wordt ingedeeld , cirkelsegmenten te beschrijven (in de figuur 
niet bijgeteekend), bevattende de hoeken van deze drukkingen met 
de verticaal; en vervolgens door L en L* de lijnen LQ en L'Q te 
trekken, makende met de lijnen LO en L'0 naar het snijpunt O 
der cirkelsegmenten hoeken O L Q en O L' Q, gelijk aan de hoeken 
der overeenkomstige drukkingen met de ondersteunende lijnen zelve; 
deze lijnen LQ en L'Q stellen dan den betrekkelijken stand der 
steunlijnen ten opzichte van den aangenomen stand LL' der staaf 
voor; en door ze, met de staaf, naar haren gegeven stand te ver- 
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plaatsen, komt dus ook de staaf zelve in den werkelijk verlengden stand. 

De volgende wijziging aanbrengende kan men bij deze constructie 
het punt O ook door middel van één cirkel, in plaats van door 
twee, leeren kennen. Men teekene LL' in horizontalen stand, en 
trekke LP en L'P loodrecht op de aangenomen richtingen der druk- 
kingen. Om den aldus ge vormden AL L'P worde een cirkel be- 
schreven, daarin de koorde PP'||LL' getrokken, en vervolgens uit 
P' door Z de lijn P'0, die den cirkel in het bedoelde punt snijdt; dan 
tochheeftmenLLOP'=Aioo^LP' = |5oo^L'P = LL'LP = den 
hoek van de rechter drukking met de verticaal ; en evenzoo voor i,L'OP'. 

Eene andere constructie (Fig. 5) kan dienen, om althans de aan 
de staaf te geven richting rechtstreeks, zonder overplaatsing der 
figuur, te vinden. Trekt men namelijk uit eenig punt O de verti- 
caal O o en twee lijnen OV en OV', evenwydig aan de aangenomen 
richtingen der drukkingen; dan komt het er blijkbaar slechts op aan, 
tusschen OV en OV' eene lijn Yv' in zoodanige helling aan te bren- 
gen, dat haar snijpunt k met O o voldoet aan VA?:»'^n=LZ:L'Z; 
waarna men gemakkelijk tusschen de beide gegeven steunlijnen de 
staaf zelve, ter gegeven lengte LL' en evenwijdig aan de gevondene 
Vr', kan inschuiven. Merkt men nu op dat, trekkende VVj ||Oo 
en OK II Vr', de evenredigheid V,K :VK = V, O :r'0=V;5r : v'kz=z 
=:LZ:L'Z geldt, dan komt men onmiddellijk tot de volgende con- 
structie. Zet OAr' = LZ en k'o=,ïjZ op de verticaal O o uit, trek 
oY en k'K beiden [jOV' en uit het snijpunt V, VK||Oo; dan 
bepaalt het snijpunt K de verlangde richting OK, zoodat daardoor 
nu zelfs de lijn Yv' overbodig wordt. Of ook, men kan zeggen, 
dat het er op aankomt, bij de drie gegeven lijnen OV, Oo, OV', 
eene vierde OK te vinden, zoo dat de anharmonische verhouding 
SinYOo SinYOK . . _.. .... ... ... 

SinTOo '' SinY'OK ^^^^ ^^^^ ' ^ «^ ^^^ ^^ *^' 

menten, welke zij op eene willekeurige transversaal, dus ook op de 

Yk 
aan OK evenwijdige Vt?', bepalen, dat is gelijk aan -77, de gegeven 

f) K 

L Z 
waarde =-;-„ hebbe. Daartoe moet diezelfde waarde dus ook komen 

L Li 

voor de anharmonische verhouding der segmenten, gevormd door 

dezelfde vier lijnen op eene aan O o evenwijdige transversaal VVj , 

VK V K 
dat is voor 1 : ^— ^ of ^ ; iets, wat juist door de even omschreven 

constructie bereikt is. 



I 
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Deze constructie voert ons ten slotte terug tot eene voor het nu 
besproken vraagstuk in het platte vlak geheel overeenkomstige met de 
in den aanvang aangegevene voor het vraagstuk in de ruimte. Evenals 
toen (Pig. 2) van een parallelopipedum is nu in wezenlijkheid gebruik 
gemaakt van een parallelogram OVoV, waarvan niet alleen de aan de 
gegeven staaflengte LL' gelijk genomen diagonaal O o het gewicht 
der staaf, en dus de zijden OV en OY' de drukkingen op, of in 
tegengestelden zin de reactien van de beide gegeren steunl^nen in 
richting en in grootte kunnen voorstellen, maar waarbij tevens, — 
door VK = ok' = L'Z en V'K' == k'0 = LZ uit te zetten, voor- 
stellende dus in tegengestelden zin de in L en in L' werkende ge»- 
wichten, die het gewicht der staaf kunnen vervangen , — de richting 
der staaf zelve komt zamen te vallen met die der twee gelijke tegen- 
gestelde resultanten KO en K'0, die elkander langs de staaf in 
evenwicht houden. 

In het bizondere geval van eene gelijkslachtige staaf wijst de 
diagonaal W' zelve de aan de staaf te geven richting aan. 



AANTEEKBNING. 

In verband met de voorgaande oplossing van het vraagstuk van 
den driehoek, moge nog Eig. 6, — die uitsluitend betrekking 
heeft op de eigenlijke oplossing of het geval der bovenste tee- 
kens, — dienen om hoofdzakelijk de formulen (12) langs meetkuudigen 
weg terug te vinden, en zich te gelijker tijd rekenschap te geven van 
de beteekenis der in die formulen ingevoerde hoofdonbekende d^. 
In deze figuur is vooreerst de omgeschreven AMM'M'' geteekend, 
wiens zijden loodrecht staan op de lijnen, uit O naar de hoekpunten 
van ALL'L"; ten andere de ingeschreven ANN'N", wiens hoekpunten 
de voetpunten zijn der loodlijnen, uit O op de zijden van ALL'L"* 
Daardoor komt alzoo AMM'M" op dezelfde wijze ten opzichte van 
ALL'L" voor, als ALL'L" zelf ten opzichte van ANN'N"; en even 
als de cirkels op 0M=:^, 0M'=^', 0M"=/?' als middeUijnen 
de omgeschreven cirkels zqn van de driehoeken L'OL", L"OL, 
LOL' (dezelfde cirkels dus als wier gemeenschappelijk snijpunt het 
punt O boven bepaald werd), zijn de cirkels op OL=r, OL'=:r', 
0L" = r' als middellijnen de omgeschreven cirkels van de driehoeken 
N'ON", N"ON, NON'. Alsdan heeft men uit de beschouwing der 
cirkeb, bqv* op f^ en r* en op fl en r% de volgende gelqke boeken 
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LM"0= LL'0=N"L'0=N"NO, 

en L M O = LL^^O =: N U^O = N NO , 

dua opielknde'l80**-M'OM"=fl -L = N^^NN'; 

en evenzoo i80°- M"OM=ö' -L' = NN'N", 

en 180^- MOM'=d"-L"= N'N"N. 

£n dat nu door de figuur o. a. de in de formulen (12) ingevoerde d^ 
als middellijii van den omgeschreven cirkel van ANN'N' wordt aan- 
gewezen, kan blijjken, indien men, behalve de notatiën m, m\ m' 
en Hy n\ »* voor de zyden der driehoeken MM'M" en NN'N", 
nog d^ gebruikt voor de middellijjn van den omgeschreven cirkel van 
i&MM'M'', en q, q\ q' voor die der omgeschreven cirkels van de 
driehoeken M'OM", M"OM, MOM'; — dat is voor de lijnen uit O 
naar de hoekpunten van een driehoek, wiens zijden in M, M', M'' 
loodrecht op OM, OM', OM'' zouden staan; die alzoo ten opzichte 
van AMM'M' zou voorkomen op dezelfde wijze als AMM'M" zelf 
ten opzichte van ALL'L'; en die, behoudens zekere wenteling om 
O, dit punt tot gelijkvormigheidspunt met ANN'N' zou hebben, 
enz.; — als wanneer men uit de figuur onmiddellijk de drie navolgende 
groepen van overeenkomstige formulen voor de driehoeken LL'L', 
MM'M', NN'N' afleest, namelijk 
l =z pSin^=. dSin h, m=i q8in{^ — L) =1 (?j Sin $, « = rSinL:=zd^ iSÏ»(ö — L), 
l'=zp'8itt^'=dSi9Jj\ 7»:— q'Sin{^'-V)zszdiSm^\n' =r' SinV =:zd^Sm{^'^h% 
l'=p'BifA'z=dSinV', l»*=r^^>S'^6^-L")=^^^•»ö^ n''—r'SinV'=id^Siti{^'-V')\ 
waarvan de laatste groep juist met (12.) overeenstemt. 

Uit de onderlii^e verbinding van deze formulen vloden nog ver^ 
Bohillende andere voort. Zoo gevea zij vooreerst 

Imn Vm'n' P m^$^' __ 

^ni^-l^.&nlu.Sin^^ "" ^ (4'-L').^L'./«»ö' ~ /5ï»(ö^--L").^L".i«»d' ^ 

zzzpqr =j?' q^ r' = p' q' t" = dd^ dy ^zz.pp'p" ; 
geMende naojeit^k ook deze laatste gel^cheid, omdat blijkens de figuur 

Mr 

bijv.yj?^= ■ . /^^jv =^^> en evenzoo ^^j?r=j'r' &ipp' -r^zq^f is. 

Zoo kan men er ten andere, de inhouden der driehoeken MM'^Mf' 
ca NiN'N'' door I| en I^ voorstellende» uit afleiden 

a»(«-LJ.Sb(6'-L').S»(«'-L")= j^ = -^= ^= ■^. 

^ . «. * «. . ^^'^' mm'm» 2dl 21 21, 

JSni.Smi' .JStntz= — — =i:--=j— = — —- =t^ ="irJ 
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waardoor deze inhouden met elkander en met den inhoud I van 
ALL'L" in eenvoudige verhoudingen blijken te staan. 
En verder heeft men, ook in verband met de figuur ^ 

dat is de reeds boven analytisch gevonden formule (11) die door 
substitutie van r, r', r' uit de derde groep de formule (13) voor 
^x gegeven heeft, en thans bovendien, door substitutie van 



qSinh' ' ^ q'Sinh" ' ^ q' SinV' 

uit de tweede en derde groep, de betrekking 

oplevert. 
Sn evenzoo geeft 

door 8u))stitutie van py p\ p' uit de eerste groep, de formule (13') 
voor d\ terug, en bovendien, door substitutie van 

, ^ ^»(fl-L) , ^ ^ .Sï»(ö'-L') ^ ^ ^ ainih' -V) 
pzzia^a, — — — — , p ^zia^d, — : ^. ., — , p' z=.a^a. -7-;; — 

uit de derde en eerste groep, de betrekking 

d^ 

die ook reeds in (13) voorkomt. 

En evenzoo eindelijk geeft 

pp p' 
door substitutie vaa 

'^=^^^' -kr^' 'p-=^*^- -W-' ''p'=-^^^- -kïT- 

vit de derde en eerste groep, de formule (13^) voor d^ terug, en 
bovendien, door substitutie van rSinh,, r'8inli\ r^iSwh' vit ide 
derde groep, de betrekking 

i?/»»(ö-L)+/i8ii»(6'-L')+p^/«»(ö'-L')=-y. 

De drie laatstgevonden betrekkingen hebben achtervolgens dezelfde 
beteekenis voor den boven omschreven driehoek, wiens z\jden in 
M, 21', M' kodrecht op OM» OH', OW staan» foor ALL'L"^ en 
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voor AMM'M"; daarom zou men, uoemende nog I, den inhoud 
van den eersten dezer driehoeken , de eerste der bedoelde betrekkingen 
ook kunnen schrijven onder den vorm 

qSinL+q'SinL' + q'SiHV'—^. 

Eene dergelijke betrekking geldt dan ook in het algemeen voor 
een willekeurigen driehoek in verband met een willekeurig punt. 
In het voorgaande is zij eerst, namel^'k in (12), analytisch afge- 
leid, en daarna uit het onderling verband van verschillende drie- 
hoeken teruggevonden; maar z^* kan ook rechtstreeks in den be- 
schouwden driehoek zelf, stel bijv. in ALL'L", worden bewezen. 
Denkt men zich namelijk den om A N N' N" beschreven cirkel 
(?, , die de zijden L'L", L"L, LL' van ALL'L" nog in drie 
nieuwe punten T, T', T", hoekpunten van een nieuwen driehoek 
TT'r', snijdt; dan leert die cirkel, dat biijv.Z.LT'T"=LLN"N'= 
= LLON' en evenzoo LL'T"T = LL'ON" en LL"TT' = 
= LL"ON is; zoodat de zijden TT', Ï"T, TT' van ATT'T" 
loodrecht op OL, OL', OL" staan, de overstaande hoeken dus gelijk 
180*- fl, ISO'^-Ö', 180 -fl^ doen kennen, en bijgevolg zelve gelijk 
d^Sin^, d^Sin^'y d^Sin^' zijn. En de te bewijzen betrekking 
r .d^Sitt^ '\-r' .d^ 8in^' -f r'.d^Sin^' = 21 komt alzoo onmiddellijk 
door uit te drukken, dat de som van de drie vierhoeken LT'OT", 
LT'OT, U'TOT' geHjk is aan den driehoek LL'L". 

Denkt men zich nu nog een punt P, dat ten opzichte van het 
middelpunt van den om beide driehoeken NN'N" en TTT' be- 
schreven cirkel d^ het symmetrische is van O, dan ia het klaar dat» 
evenals N» N', N" de projectien z^'n van het punt O op de zijden 
van ALL'L", zoo ook T, T*, T'' voorkomen als de projectien van 
het punt P op dezelfde zijden. De driehoeken NN'N" en TTT' 
met hunne punten O en P, waaruit zij ieder worden ingedeeld in 
drie driehoekei^ die te zamen drie paren bijj tegenoverstand gelijk- 
vormige driehoeken uitmaken, zign derhalve wederkeerig; waaruit 
volgt dat, evenals OL = r, OL' = r', OL" = r' loodrecht staan 
op T'T", T"T, TT', zoo ook PL = », PL' = »', PL"=c«' lood- 
recht staan op N'N", N"N, NN', en dus,, onderling de hoekea 
180«-(d.-.L), 180°-(d'-L'), 180''-(fl"-L") vormende, op dezelfde 
wijze als zooeven geven d^ { »/Sii«(6— L)-|-«'>Sliw(ö'— L')-|-«'/Sï«(d'— L")} = 
= 21; terw^l dan tevens nog uit LOLT'=90'-iLT'T"=9Ö*»- 
-.LLN"N'=LPLN" en uit de overeenkomstige gelgke hoeken 
in L' en in L!' blqkt» dat de üynen OL en PL, OL' en PL', 
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OL" en PL" symmetrisch zijn met betrekking tot de deellijnen 
der hoeken yan ALL'L". Men is zoodoende op twee bekende en 
door de betrekking SinWNO . Sinl^^WO. Sinl^N"0 = Sin^"llHO. 
/Sï»NN'0 . /Sï»N'N"0 en de overeenkomstige betrekkingen voor 
ALL'L" en voor aTT'T" onmiddellijk te bewijzen stellingen ne- 
dergekomen; namelijk vooreerst, dat, als in twee driehoeken NN'N" 
en LL'L", of ook TT'T" en LL'L", de loodlijnen uit de hoek- 
punten van den eersten op de zijden van den anderen door één 
punt gaan, ditzelfde ook wederkeerig geldt; en ten andere dat, als 
drie lijnen uit de hoekpunten L, L', V van een driehoek elkan- 
der in één punt O snijden, ook de drie ten opzichte van de deel- 
lijnen dezer hoeken symmetrische lijnen een punt P gemeen hebben 
(zie bijv. G. Salmon, Conic Sectmis, 5^^ Ed., 1869, Art. 54, Ex. 7 
en Art. 65); terwijl hier tevens nog gebleken is, dat in dit laatste 
geval de zes projectien van O en P op de zijden van ALL'L" op 
een cirkel liggen , wiens middelpunt het midden van O P is, (Zie 
over het bizondere geval, waarin deze cirkel de negenpuntscirkel van 
ALL'L" is, en dus de punten O en P het middelpunt van den 
omgeschreven cirkel en het hoogtepunt, o. a. de 16® en 17® wiskun- 
dige opgaven van het wiskundig genootschap, 1876. Zie voor het 
algemeene geval nog verdere bizonderheden in de reeds vroeger 
aangehaalde afzonderlijke bijdrage, die later volgt). 

Eindelijk nog, terugkomende op de voorafgegane berekening voor 
het vraagstuk van Snellius, de opmerking dat, uithoofde 

_ l ,_ V ^_ Jl. 

dadelijk uit de gegevens bekend zijn, en nadat r, r', r» uit (12) en 
(13) of (13) of (13") zijn gevonden, ook de hoeken in L, L', L" 
berekend kunnen worden door de formulen 

y=/?'^»LL"0=i?'/S'mLL'0, 
r' = p'>&'«L'LO=/?/SÏ»L'L"0, 
r' = ^ Sin L"L' O =/ SünV'LO. 
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D. BIEREN8 DE HAAN. 



[Vervolg tan bladz. 66.) 



16. Ben dergelijk spel als het vorige is het engelsche Krabs, 
dat evenzeer met 2 dobbelsteenen wordt gespeeld. Men bepaalt eerst, 
wie de dobbelsteenen zal honden: noem dien persoon A. 

Deze A geeft naar willekeur als z^n eigen kans op de oogen 5, 
6, 7, 8 of 9. 

Werpt A zijn eigen kans o?, dan wint h|]: maar om daartegenover 
ook een verlies mogelijk te maken, zijn er eenige Krabs, 2, 3, 
11 en 12 oogen, waarbij verlies kan ontstaan. Werpt A nu noch 
zijn eigen kans x, noch eene der Krabs, maar een ander getal y: 
dan wordt deze y de nieuwe kans van A, en de oorspronkelijke x 
wordt de tegenkans. En nu wint of verliest A, naarmate hij eerst 
de y of de o; werpt. Big den eersten worp gelden nu de volgende 
regels. 

A, Heeft A de kans genomen ^ ^ 5 of 9 , dan wint hig , als 
hij deze x werpt, maar verliest, als hij eene der Elrabs werpt. 

Mf. Is door A de kans x = Q of 8 gekozen; dan wint hij, als h\j 
deze X werpt, en evenzeer wanneer hij de Krabs 12 werpt; bij de 
overige Krabs 2, 8, 12 verliest hij. 

C Koos A de kans a? = 7 : dan wint hij als h\j 7 werpt , ^n 
nog, wanneer hij de Krabs 11 werpt, maar verliest, zoodra hij de 
Krabs 2, 3 of 12 werpt. 

8 
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J^. Zoo als reeds uit het vorige bleek, gelden deze Krabs slechts 
bij den eersten worp, niet meer bij de volgende. 

Ten einde de hoop op winst van A te bepalen, onderstellen wij 
eerst, dat hij de kans 5 voor zich heeft genomen; dan zal er het 
volgende gebeuren. Als hij werpt 

5 , dan is er in 4 gevallen winst ; 
2, dan is er in 1 geval verlies ; 
3 , dan is er in 2 gevallen verlies ; ) (naar A) 

11, dan is er in 2 gevallen verlies; 

12, dan is er in 1 geval verlies; 

en er blijven over de worpen 4, 6, 7, 8, 9, 10, 

met 8, 5, 6, 5, 4, 3, gevallen. 

Dezelfde getallen blijven bestaan, als 9 de gekozen kans van 
A is. 

Is die evenwel 6; dan gebeurt het volgende. Als hij werpt 

* 

6, dan is er in 5 gevallen winst; 

2, dan is er in 1 geval verlies; 

3 , dan is er in 2 gevallen verlies ; } (naar Jt) 

1 1 , dan is er in 2 gevallen verlies ; 

12, dan is er in 1 geval winst; 

en er blijven over de worpen 4, 5, 7, 8, 9 en 10, 

met 3, 4, 6, 5, 4 en 3 gevallen. 

Ook deze getallen veranderen niet, als de kans van A 8 was. 
Maar heeft A de 7 gekozen, dan staat het spel dus. Indien hij 
werpt 

7, dan is er in 6 gevallen winst; 

2, dan is er in 1 geval verlies; 

3, dan is er in 2 gevallen verlies; 

11, dan is er in 2 gevallen winst; 

12, dan is er in 1 geval verlies. 



(naar C) 



Men ziet dus, dat men hier achtereenvolgens hetzelfde vraagstuk 
ontmoet als in N'*. 13, 12, 14 werd opgelost. 

17. Ten einde de oplossing van N°. 13, 12 en 14 duidelyker 
te maken, zullen ze hier in anderen vorm worden behandeld; de 
uitkomst moet natuurlijk dezelfde blijven: waarbij verlies als nega- 
tieve winst is genoteerd. 
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dus de geheele wiast (6+2)-(14 2 + l)-162J{ : 36 = 8-4- » J|;=: 

— ^ 100» — — i«. 

en «?7=:-'J|:36 =-^J^. 

Het verlies bij A is iets meer dan ^^^ d. i. toj =: Wg =— ^^^ ruim, 
dat bij B is iets minder dan j4if» ^* ^- tt^6=«'8=~"iV ruim, 
en dat bij C is iets meer dan y*j- d. i. w^ =— ^*y ruim. 

13. Het Passe-dix wordt gespeeld met drie dobbelsteenen. 

Speelt men dit onder twee spelers, zoo wedt hij, die werpt, dat 
hij boren de 10 zal werpen: hiervoor, dat is voor 11, 12, 13, 14, 
15, 16, 17, 18, zijn te zamen 108 gunstige gevallen (zie Tafel A); 
en de tegenpart^ heeft over 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, evenzeer te 
zamen 108 gunstige gevallen. Het spel is dus volkomen billijk. 

Wil men, zooals meestal plaats heeft, alleen de worpen rekenen 
met twee gelijke oogen, zoo heeft men naar N^. 4, b^ 

3 oogen 1 geldig geval , 

4 oogen 3 geldige gevallen. 

5 oogen 6 geldige gevallen 

6 oogen 4 geldige gevallen 

7 oogen 9 geldige gevallen 

8 oogen 9 geldige gevallen 

9 oogen 7 geldige gevallen 

10 oogen 9 geldige gevallen 

11 oogen 9 geldige gevallen 

12 oogen 7 geldige gevallen 

13 oogen 9 geldige gevallen 

14 oogen 9 geldige gevallen 

15 oogen 4 geldige gevallen 

16 oogen 6 geldige gevallen 

17 oogen 3 geldige gevallen 

18 oogen 1 geldig geval. 

Dan zijn er zoowel voor 3 tot 10 oogen, als voor 11 tot 18 
oogen, 48 gunstige gevallen en 60 niet geldende gevallen. Dus 
ook in dit geval is het spel volkomen billijk. In beide gevallen 
behoudt de speler zijne dobbelsteenen, zoo lang h^ wint; eerst wan- 
neer hij verliest, moet hij die aan zijn tegenspeler afstaan. 

19. Indien er echter een bankier is met eenige spelers, is de loop 
van het spel anders. De spelers zetten nu op passé; dat is zij 
wedden, dat er meer dan 10 zal geworpen worden; of zij zetten op 
manque; dat is zij wedden, dat er minder dan 11 zal geworpea 
worden. Gewoonlijk heeft dan ^e bankier eerst de drie dobbelstee- 



6 ongeldige gevallen, 

6 ongeldige gevallen, 

12 ongeldige gevallen, 

18 ongeldige gevallen, 

18 ongeldige gevallen, 

18 ongeldige gevallen, 

18 ongeldige gevallen, 

12 ongeldige gevallen, 

6 ongeldige gevallen, 

6 ongeldige gevallen. 
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nen door een dubbelen trechter op tafel geworpen, »oo dat echter de 
geworpen oogen nog onbekend zijn. Alsdan blijft de gang yan het 
spel wel dezelfde, maar zijn b^ het gewone spel 16 en 5 de voor- 
deelige oogen ?oor den bankier. Deze wint, wanneer hij boven de 
10 werpt , de inzet, die op manque staat ; en betaalt die , welke op 
passé staat; omgekeerd natuurlijk, wanneer hij beneden de 11 oogen 
werpt. En tot dusver is de wiskundige hoop volkomen gelijk, wan- 
neer althans de inzet van beide zijden gelijk is. Werpt hij echter 
16, dan wint hij de inzet op manque, maar betaalt niet die op 
passé; werpt hij 6, dan wint hij* de inzet op passé, maar betaalt 
niet die op manque. Naar tafel A is nu het aantal malen dat o 
(of 16) geworpen kan worden, gelijk aan 6. Bus heeft hij bij de 
216 — 6 — 6 = 204 overige gevallen de waarschijnlijkheid J- op winst 
en evenveel op verlies; dus vernietigt zich hier de wiskundige hoop 
op winst. Bij die 12 gevallen heeft hij zekerheid op winst; dus is 
hier de kans 12, en daar de oogen 5 en 16 gelijke waarschijnlijkheid 
hebben, is de wiskundige hoop ^x 12 = 6, gedeeld door het geheele 
aantal gevallen: dat is ^tg ^^^ sV* 

Wanneer hier bij het passe-dix alleen de dubbelen in rekening 
komen, dan is de loop weder dezelfde; maar de oogen 17 en 4 zijn 
de voordeelige voor den bankier; bij 17 toch wint hij de inzet op 
manque, bij 4 die op de passé; zonder in beide gevallen iets te be- 
talen. Hier is het geheel aantal gevallen 96; en dat, waarbij 4 of 
17 komen 3 + 8 = 6; by de overige 96 — 6 is dus de waarschijn- 
li^'kheid op winst en verlies gelijk. Bij die 6 echter wint hij, zon- 
der te verliezen. Dit voordeel van den bankier is dus hier weder 

3 — 1 

20. Even of oneven wordt evenzoo gespeeld, als in N°. 19 
het gewone spel. De spelers zetten op even en oneven, wanneer de 
bankier de drie dobbel steeuen in den dubbelen trechter heeft gewor- 
pen. De bankier, wanneer hij even werpt, dat is wanneer het aan- 
tal oogen even is, betaalt de inzet op even, en ontvangt die op oneven; 
werpt hij oneven oogen, dan omgekeerd. Hier zijn dus in beide 
gevallen 108 gunstige en 108 ongunstige gevallen, en is derhalve 
het spel volkomen billijk. Maar nu heeft de bankier zijn voordeelige 
oogen 4 of 17; dat is, als hij 4 werpt, ontvangt hij de winst op 
oneven, en betaalt niet die op even; als hij 17 werpt, ontvangt hij 
wel de inzet op even, maar betaalt niet die op oneven. Daar het 
aantal malen, dat 4 (of 17) kan voorkomen, 3 bedraagt, is de wis- 
kundige hoop op winst bij den bankier yf^ = y^^. 
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21. Het zeer ten onrechte parfaite égalité genaamde spel ?er- 
eischt drie dobbelsteenen en een tafel met zes yakken waarin de ge- 
tallen 1,2, 3, 4, 5, 6 staan. De bankier werpt, even als in 
N". 19, door een dubbelen trechter, en de spelers zetten op eenige 
der 6 yakken. 

A, Werpt de bankier nu drie verschillende oogen, bijv. a, 5, c; 
dan betaalt hij de inzet aan hen, die op de yakken a, 5 en c heb- 
ben gezet; en ontvangt de sommen, die op de drie overige vakken 
staan; 

JB. Werpt hij drie gelijke nomjners a, a, a, een Eafle, zoo be- 
taalt de bankier tienmaal den inzet op het vak a; 

C Werpt hij twee gelijke nummers a, a, 5, een Dubbele, zoo be- 
taalt hij de inzet op het vak a tweemaal, die op het vak h eens, even 
als onder A. 

Ten einde het voordeel van den bankier na te gaan, bedenke men 
dat, als op alle vakken dezelfde inzet staat, 

bij A de bankier, 3 maal 1 betaalt, en 3 maal 1 ontvangt; dus 
3-3:=0; 

bij H de bankier 1 maal 10 betaalt, en 5 maal 1 ontvangt, dus 
10-5 = 5 betaalt; 

bij C de bankier 1 maal 2, en 1 maal 1 betaalt, en 4 maal 1 
ontvangt , dus 4 — 2 — 1 =1 ontvangt. 

Nu zijn er volgens het tafeltje in N°. 4, en de opmerking in 
N**. 16, 120 gevallen A : dus 216-120 = 96 gevallen B en C te za- 
men; het aantal der rafles, geval Jf, is natuurlijk 6; dus het aantal 
der gewone dubbelen, geval €7, is 96 — 6 =90. 

Derhalve zal de bankier 

bij A 120x0 ontvangen; 

bij Jt 6x5=30 betalen; 

bij C 90x1 ontvangen. 

Bij de 216 mogelijke gevallen, zal hij dus 90 — 30 = 60 ontvan- 
gen. Zijn wiskundige hoop op winst is dus y^r ^^ ts' 

22. Men heeft nog het spel Krabs met drie dobbelsteenen, dat 
gespeeld wordt tusschen A den houder, (dat is hij, die den koker 
houdt) en B den bediener (die telkens de dobbelsteenen, na iede- 
ren worp, weder in den koker werpt), die de tegenspeler is. Bij dit 
spel gelden de volgende regels. 

A. Eerst werpt A om de kans van B te leveren; daarvoor 
kunnen alleen de oogen 8, 9, 10, 11, 12 of 13 gelden; de overige 
worpen tellen niet mede. 
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JF. Is dus de kans van B geleverd , dan moet de houder A z i c h 
dekken, door voor zich zelven een kans te werpen. Is deze kans 
dezelfde, als die aan B was geleverd bij den worp A, dan inaakt A 
eene herhaling en wint. Tegenover deze mogelijkheid, dat de 
houder wint, moet echter, evenals dit reeds in N°. 16 het geval was, voor 
hem ook eene mogelijkheid van* verlies staan. En daartoe dienen nu 
de krabs, dat zijn de worpen van 3, 4, 5, 6 en 15, 16, 17, 18 
oogen. Maar deze worden in verschillende gevallen op verschillende 
wijzen gerekend. 

C Is toch als kans van den bediener geleverd 10 of 11 , zoo wint 
de houder bij den worp ü, als hij 10 of 11 (als herhaling), of wel 
15 werpt; hij verliest echter bij de krabs 3, 4, 5, 6, 16, 17, 18. 

JD. Was voor de kans van den bediener 9 of 12 gevonden, zoo 
wint de houder, als hij zich bij den worp ii met eene herhaling 
dier 9 of 12, of met 15 dekt; wanneer hij zich daartegen dekt met 
de krabs 3, 4, 5, 6, 16, 17, 18, zoo verliest hij. 

JS, Indien de oogen 8 of 13 zijn geleverd als kans van den be- 
diener, zoo wint de houder, als hij zich met eene herhaling (dus met 
8 of 13 respectieve) dekt, of wel met 16 oogen; hij verliest echter, 
wanneer hij zich dekt met de krabs 3, 4, 5, 6, 15, 17, 18. 

JP. Bij het werpen van ieder ander aantal oogen , wordt dit de kans 
van den houder. Omdat er nu, na aftrekking van de krabs, nog de 
oogen 7, 8, 9, 10 , 11, 12, 13, 14 overblijven, kan de houder 
zich dekken met 2 kansen meer dan de bediener, namelijk de 7 
en 14. 

€r. Bij de volgende worpen gelden er geene herhalingen of krabs 
meer; maar nu wint of verliest de houder, naarmate hij het eerst 
zijn eigen kans, of die van den bediener werpt. 

23. Ten einde te onderzoeken, hoe groot de waarschijnlijkheid op 
winst voor den houder is, wanneer hij voor de kans van den be- 
diener B een der oogen 8, 9, 10, 11, 12 of 13 heeft geleverd, 
zullen wij met 10 oogen beginnen. 

Men weet nu vooreerst, naar €7, de gevallen waarin A dadelijk 
wint of verliest. 

Vervolgens kan A zich nog dekken door de oogen 
fl= 7, 8, 9, 11, 12, 13 of 14, 
met a=15, 21, 25, 27, 25, 21 of 15 gevallen. 

Bij den tweeden worp zijn er dus telkens a gevallen van winst 
tegen 27 gevallen van verlies voor de oogen 10. Bij de overige 
216 — (a-}"27)=^189— « gevallen, moet er derhalve een derde 
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worp komen; de waarscbiljnlijkheid van dien derden worp is das 
189-g 

216 • 

Bij dien derden, en bij alle Tolgende worpen, wier aantal geheel 
onbepaald is, en oneindig groot kan worden, zijn nu telkens weder 
de gevallen ran winst a — 27, en de gevallen van een yolgenden 
worp 189 — a. 

Om dus de geheele hoop op winst na den tweeden worp te Tin- 
den, heeft men 

/ n«x r . 189 -a , /189-a\» , /189-aV . 1 

1 216 216 



189- g ^ ^216-(189-a) ^ ^27+a 

""216"- 

a — 27 
= 216 ^-—l . 

a+27 

Nu vindt men de wiskundige hoop op winst yó<5r den tweeden 
worp, wanneer men de vorige vermenig^ldigt met de waarsch^'nl^'k- 
heid om bij dien tweeden worp juist de a oogen te werpen, dat is 

met — . Zü wordt dus 
216 ^ 

«,««-27 a a— 27 

216 . = a . 

a+27 216 a+27 

Volgens deze redeneeringen kan men nu de volgende berekeningen 
opmaken. 

Als A zich dekt met de oogen 

3, dan is er in 1 geval verlies; 

4, dan is er in 3 gevallen verlies; 

5, dan is er in 6 gevallen verlies; 

6, dan is er in 10 gevallen verlies; 
10, dan is er in 27 gevallen winst; 

15, dan is er in 10 gevallen winst; 

16, dan is er in 6 gevallen verlies; 

17, dan is er in 8 gevallen verlies; 

18, dan is er in 1 geval verlies. 
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ir- Geval- 
n. len. 


met 


16 


met 


21 


met 


25 


met 


27 


met 


25 


met 


21 


met 


15 


149 



£n daarna bl\jven er nog over 



2e worp winst. 

15— 27=— 12 
21—27=— 6 
25—27=— 2 

27—27= o 
25—27=— 2 
21—27=— 6 
15— 27=— 12 



Gevallen van 3en worp. 

216— (15-f27)=174 
216— (21+27)=168 
216— (25 + 27)=l64 
216— (27 + 27)=162 
216— (25-|-27)=l64 
216— (27 + 271=168 
216— (16 + 27)=174 



Geheele hoop op winst na 2en worp. 
6. »•• 




— 6.: 



» — I «s 






S I • 



• — t CS 
SIS 



-.-=— 6.V,«=— 27 



«^10 *-tl — —12 

***»is-a7*-" *^' 



s t s 



=-61* 



Waarschijn- 
lijkheid bil 
len worp 


Xï6 


X2l 


X25 


X27 


X25 


X21 


X15 



Derhalve is de geheele winst 
(27 + 10)-(l + 3 + 6 + 10 + 6 + 3 + l)-3400J|:216=-8|J|, 
en dientengevolge de wiskundige hoop op winst b^ den eersten worp 



to 



10 



.QS71.Q1A .1061 f.^ 



Wanneer toch de voor den bediener B geleverde kans 11 was ge- 
weest, in plaats van 10, dan zoude men hier overal de oogen 10 
en 11 moeten verwisselen; dit zoude echter in het aantal gevallen 
geene verandering brengen; en alzoo zoude de einduitkomst dezelfde 
zijn gebleven; dat is 10^^ = 10^^. 

24. Wanneer echter de voor den bediener geleverde kans is 9, 
dan bl^Ven de vorige redeneeringen wel gelden, maar de getallen 
z^n andere. Men heeft alsdan toch met de voorwaarde J^ te doen; 
zoodat men hier het volgende verkrijgt. 

Als de houder zich dekt met 



3, dan is er in 

4, dan is er in 

5, dan is er in 

6, dan is er in 
9, dan is er in 25 gevallen winst; 

15, dan is er in 10 gevallen winst; 

16, dan is er in 

17, dan is er in 
IS, dan is er in 



1 geval verlies ; 
3 gevallen verlies; 
6 gevallen verlies; 
10 gevallen verlies; 



6 gevallen verlies; 
3 gevallen verlies; 
1 geval verlies; 



Geheele hoop 

op winst voor 

4en winst. 

=—925^ 

=—567 

=— 207tV 
= 

= — 207/y 

=—667 
=—925* 
— 8400J*. 
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maar daarna blijren er over 



Wor- Geval- 
pen. len. 

7 met 15 
Smet 31 

10 roet 27 

11 met 27 

12 met 25 

13 met 21 

14 m et 15 

TET 



2e worp winst. 

15— 2A=— 10 
2l--25c=— 4 
27— 25= 4. 2 
27— 2&=:+ 2 
25—25= O 
21—25=— 4 
15— 25=— 10 



Gevallen van 3en worp. 

216— (1Ö + 25)=176 
216— (2l+25)=l70 
216— (27 + 251=164 
216— (27 + 25)=164 
216— 125 + 25)=I66 
216— i2l+25)=170 
216— (25-f24)=176 



Geheele hoop op winst na 2en worp. 



— 10. 

— 4. 
+ 2 
+ 2. 

0. 

— 4. 

— 10. 



-176— • '"• Tir — ^* 

J-? — -— 4,ti8.. 18*« 

— 170-" *• Tff — '°f¥ 

O « • « — 4_ 8 * 



— I 6* ~ 



-16*— «^ *• ïl — T^ °T«- 

= O 



1 e 



— I ee 
I e 



— ««. 4 «ie — 1 8 > * 

t 6 



üï — : 10 * • •= 54 



Waarsrhijn- 

lilkheid bij 

len worp. 

X 15 
X2I 
X27 
X27 
X25 
X21 
X15 



zoodat nu de geheele winst is 



(25+10)-(1 + 3 + 6 + 10 + 6 + 3 + 1)-1960/,«,:210=-4,Vt- 
Dus is hier de wiskundige hoop op winst by den eersten worp 

f/} —4 45 .Olf? _ 2437 — ^ 

tt7j *69ff • ^^^ Ta* feu ^1 2' 

In geval toch de kans 12 voor B geleverd was, in plaats van 9, 
zoude er geene verandering komen in het aantal gevallen, en dus 
evenmin in de einduitkomst. Dus w^^ =«^9. 

25. Ten slotte kan er 8 als kans voor B zijn geleverd. Die on- 
derstelling zal wederom geen invloed hebben op de redeneeringen 
van N°. 23 , maar alleen op de aldaar voorkomende aantallen gevallen. 
Hier toch gelden dus de voorwaarden JB. Vooreerst kan nu de hou- 
der zich dekken met de oogen 

3, dan is er in 1 geval verlies; 

4, dan is er in 3 gevallen verlies; 

5, dan is er in 6 gevallen verlies ; 

6, dan is er in 10 gevallen verlies ; 
8, dan is er in 21 gevallen winst; 

15, dan is er in 10 gevallen verlies; 

16, dan is er in 6 gevallen winst; 

17, dan is er in 3 gevallen verlies; 

18, dan is er in 1 geval verlies. 



Gdipelc! 

op wimt 

^^ 

=-89| 

=-f2i 
= O 

-1960^ 
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Daarenboven blijven er nog over 



Geval- 
len. 

iet 15 
ict 25 
iet 27 
iet 27 
iet S5 
iet 21 
a et 15 
155 



2e worp winst. 

15— 21=— 6 
25— 21=+4 
27--21ï=+6 
27— 2li= + 6 
25— 21=-f4 
21—21= O 
15— 21=— 6 



Gevallen va nSen worp. 

216— (15 + 21)=I80 

216— (25 + 21)=l70 
216— (27+2l)=168 
216— (27 + 2l)=168 
216— (25 + 21)=170 
216— (2l+21)=174 
216— (25 + 21)=l80 



Geheele hoop op winst na Sen worp. 
=— 6 V.'=— 86 



+6.- 

O. 
—6. 



>IT 



1 I 






i:'.-ï=+ 6.vv=+27 

' • .1 All* — J.18>* 

O 



I 8 



— 17» 

'• =— 6.V/=— 86 



11 e— lao 



Waarsehijn- 

lijkheid bij 

len worp. 


X15 


X25 


X27 


X27 


X25 


X2l 


X15 



En hiermede wordt nu de geheele winst 

(21 + 6)-(l + 3 + 6 + 10 + 10 + 3 + l)+1317A-216=-J|. 

Dientengevolge wordt de wiskundige hoop op winst bij den eersten 
worp — omdat hier voor de geleverde kans 13 van B dezelfde ge- 
tallen voorkomen als bij deze 8, en er dus hetzelfde moet uitkomen, 
dat is «?j3 = Wg — 

»8 = »i3 =-ïf : 216 = -tAVt- 

26. Wanneer men nu eindelijk de wiskundige hoop op winst van 
den houder A berekenen wil bij den aanvang van het spel, dus voor 
dat de kans van den bediener B geleverd is; dan bedenke men, dat 
naar N°. 23, 24, 25, deze hoop altijd negatief is. Omdat nu het 
aantal gevallen, waarbij de f0|o = t9i|, w^^^zw^^, io^z=ziOi^ be- 
hooren, overeenkomstig 27, 25 en 21 bedraagt, zoo is dit te zamen 
146 gevallen; de 70 overige gevallen, als men 3, 4, 5, 6, 7, 14, 15, 
16, 17, 18 werpt, dat is 1 + 3 + 6+10 + 15 + 15 + 10 + 6 + 3 + 1, 
komen bij deze regel A toch niet in aanmerking. Men vindt alzoo 

M^=[27 (irio + w,J + 25(«;e + «;,,)+ 21{«;g+fp,3)]: 146 = 



— "* 7 . 1 j 



io<t 1 



50 



2437 



BS 



-42 FTTT^.] = 1*6 = 



4.72 ""'13.23.2.216 

= - [54.1061.23.3+50.2437.7.2+42.83.7.13] : [146.7.13.23.4.216] = 
= - 5976412: [146.7.13.23.4.216] z= -4997 :[146.7.216]=-3fi^4i7. 



Geheele hoop 

op winst voor 

len worp. 

=— .'>40 
= + 469ii 
= + 729 
=+729 
= + 469}» 
= O 
=—540 
+ l317TfV 



DE BEGINSELEN DER LEVENSVEEZEKERING- 

WETENSCHAP, 



DOOR 



DiTID J. A. SAHOT. 



{Verwig van Deel F, hlz. 42.) 



§ 8. Be verzekering van een kapitaal ^ uit te betalen hij den dood. 
Ik geef thans het yolgende vraagstuk ter oplossing. 

Welk bedrag is voldoende ^ om bij het overlijden van een persoon, 
thans X jaren oud, ƒ 1,-^- te kunnen uitkeeren? 

Is het gevraagde bedrag ^^, dan zullen l^ personen moeten stor- 
ten l^yA^. Onderstellen wij nu, dat alle sterfgevallen in den loop 
van het jaar steeds tegelijk, en aan het einde daarvan plaats heb- 
ben, dan moet van l^y^A^^ daar voor ieder overledene ƒ1 wordt 
uitgekeerd , worden betaald : na verloop van e e n jaar ^, , waarvan de 
tegenwoordige waarde is vdg\ na verloop van twee jaar ^,^ j, waar- 
van de tegenwoordige waarde is v'^d^ j; na verloop van drie jaar 
d^ 2, waarvan de tegenwoordige waarde is v^d^^^^ enz., tot de ge- 
heele groep van l^ personen is uitgestorven. 

Daar nu de ontvangst gelijk moet zijn aan de uitgaven, zoo is 

Z, X^* = t?^, + f?* df^^, + o' <?, j + . . . 

Maar <^, =^,-^,+ 1, 

ds\ I ^^^ Zx4-i""Z#4 2> enz.; 
en dus 
l,, y^A^ — v(l, - Z, , ^)-|- 1>2 (/^+i - ^,+2) + v^ (/, , 2 ^ ^,+3) + . . . 
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= ©(Z, +»/,+ , +»* ^,4 ï + . • .) — (»^.+ I + »* ^,+ 1 + o' l.i-i + ...)• 

Yermenigvuldigt men beide leden dezer rergelijking met o', dan is 
»'Z,X^, =»(»'?, + »'+' i.+ , +e'+»?.4., + ...)- 

of 2),x^, = e(D. +i),+ ,+i).., + ...)- 

bijgerolg ^> = "^"j,""^' (Hï) 

Daar mea ook kan schrijrea 

JD, D, D, 

zoo heeft men als eene andere formule ter berekening yan ui^ 

^, = — (1— o)a, (lïl') 

A, is de tegenwoordige waarde van het gedurende het geheele 
leven van een a?-jarig persoon op dezen verzekerd kapitaal van 1, 
uit te betalen bij zijn dood. In de praktijk heet A^^ de Eenige 
Premie voor de gewone levensverzekering. 

§ 9. Afleiding van andere verzekeringswijzen uit de drie voorgaande 
vormen. Be Uitgestelde lijfrente. Tot de drie behandelde vormen /JccLy 
van de Verzekering op één leven: de Toekomstige Kapitaalsverzeke- h^^-^!)^^ 
ring, de Lijfrente en de Verzekering bij Overlijden, behooren alle " ^^§^ 
andere soorten van die verzekering. Want welke veranderingen men 
ook in den aanvang, den duur, of het einde daarvan brenge moge, 
het eigenaardig karakter der drie opgenoemde vormen blijft altoos 
bewaard. Zoo kan men bij de Lijfrente de bepaling maken, dat zij 
niet onmiddellijk, maar eerst na verloop van n jaren aanvangt, mits 
de persoon, op wiens leven zij wordt gesloten, alsdan nog in 
leven zij. 

Daar nu voor het overige alle voorwaarden dezelfde blijven, zoo 
is het duidelijk, dat men in eens kan opschrijven 

.|a. _ ~ , 

= '%f'---- ^'^'^ 

„ja, is nu de tegenwoordige waarde van de n jaren uitgestelde lijf- 
rente van 1 op het leven van een thans x jaar oud zijnd persoon. 
In de praktijk noemt men haar de Eenigé premie voor de toekom- 
stige lijfrente- verzekering. 
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Daar men ook kan schrijven 

— B. "^D,,. 2), — i), V ■^i).+.V' 

ïoo heeft men als eene tweede formule ter berekening van „|a, 

„Ja,= „JEf.(l + a,^J=:.j&,Xa.+ „ (IV') 

§ 10. Be Tijdel^ke lijfrente. Moet de lijfrente wel dadelijk in- 
gaan, maar slechts n jaren duren, dan is haar tegenwoordige waarde 
blijkbaar 

Stelt men déze waarde voor door |,a, , dan is 



,a. = l+ ''- ^— ^ (V) 



Üit deze formule volgt verder 

= a,«%^(l + ^^;)=a,-„^,(l + .,,.) = 
= a,-„J?,Xa,+„ (V-) 

Telt men form. (IV') bij form. (V") op, dan vindt men 

a,+ |„a, = a,, (V*) 



en dus eene zeer eenvoudige betrekking tusschen de gewone, de tij- 
delijke en de uitgestelde lijfrente, wier ar en « dezelfde zyn. 

§ 11. De Vitgestelde tydelijlee lijfrente. Verlangt men, dat eene 
lijfrente, die n jaren moet duren, niet dadelijk, maar eerst na 
m jaren zal aanvangen, dan ziet men gemakkelijk in, dat de tegen- 
woordige waarde daarvan gelijk moet wezen aan de tegenwoordige 
waarde van de m jaren uitgestelde lijfrente, verminderd met die van 
de m-f^ jaren uitgestelde lijfrente. Men zal dus hebben 

N N 

« — ift — u — li±sizl ^ Zjli"^"-'^ 

~ D. ^^^> 
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§ 12. Be Uitgestelde verzekering va» een kapitaal, uit te betalen 
b§ den dood. Stelt men bij de gewone levensverzekering de voor- 
waarde, dat de uitkeering van 1 niet zal geschieden, wanneer de 
a?-jarige persoon binnen n jatren na aanvang der verzekering komt 
te overlijden, zoo vallen in het tweede lid van de ontwikkeling van 
form. (lil) de n eerste termen weg. 

Men heeft dus 

bijgevolg .1^, = lIL^.zlf±Z (VII) 



Wil men „|-^, uitgedrukt in een vorm, overeenkomende met dien 
van form. (III*), dan stelle men 

i>, X .1-^^ = »(^.-K« +JV,,.) - JV,,.. , 
waaruit 

bijgevolg 



.d^ is de tegenwoordige waarde van het n jaren uitgesteld, maar 
daarna gedurende het geheele leven van een a?-jarig persoon op de- 
zen verzekerd kapitaal van 1, uit te betalen wanneer hij overlijdt, 
en de termijn van n jaren geheel verstreken is. Kortheidshalve, en 
met het oog op de praktijk, zal ik „\A^, de Eenige premie voor de 
uitgestelde levensverzekering noemen. 

§ 13. De tydelijke verzekering van een kapitaal, uit te betalen bij 
den dood. Wordt eene gewone levensverzekering voor den tyd van 
n jaren aangegaan, dat is, wordt het verzekerd kapitaal alleen dan 
uitbetaald, wanneer de ar-jarige persoon voor de n jaren verloopen 
zijn komt te overlijden, zoo behoudt men van het tweede lid van 
de ontwikkeling van form. (III) alleen de n eerste termen. Hieruit 
volgt 

i>, xUA = t?(i),-J- i),+, + ...+!),, «.,) - 
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en dus \,J,=='Mfzi:i^[,±,^hi^Lzli.t^ .... (vm) 

Of ook, als men \,ji^ uitgedrukt verlangt in een vorm, overeen- 
stemmende met die van form. (^11'), 

I j _ t (J), +!>,+, + . . . +2)»,..-i +.P,^. . -2),..) 
. ' 2), " 

-%^+ T^ J - 2). 

V ^ ' • ' D. D.+J '^ Ds 2>,+ . 
= »(!+«, — ,J?, —a,^., X .JS») — », + «,<-. X .-S, . 
waaruit, na v^rschikking der termen, 

|,^, = e(i-.^,)-{i-t>)K-.^,x«,+.). . (vni-) 

Telt men form. (Vil) bq form. (Vni) op, dan vindt men 

,j ,1 j _t ).y.^..i -j y,^.. p(.y,,i-.y,^._,)-(iy»-iy^.^.) 

.1 .T|. '— 2)^ T- J)^ — 

=^^^^ =^ (Vin') 

en dus pene eenvoudige betrekking tusschen de gewone, de uitge- 
stelde en de tijdelyke levensverzekering, wier o; en i» des^lfde zijn. 
§ 14. De samenvoeging van de tijdelijke levensverzekering met de 
toekomstige kapitaalsverzekering, Be gemengde verzekering. Verbindt 
men aan de tijdelijke levensverzekering de voorwaarde, dat het ver- 
zekerde kapitaal ook dan zal uitbetaald worden , wanneer de persoon, 
op wiens leven de verzekering wordt gesloten, na n jaren nog in 
leven is, zoo kan men blijkbaar voor de tegenwoordige waarde -^,71 
van deze nieuwe verzekering, die gemengde verzekering genoemd 
wordt, dadelijk opschrijven 

A,-^ = „JE, + \,ji,, (IX) 

Verlangt men eene formule ter berekening van .^,71» zonder dat 
men van de tegenwoordige waarden van de tijdelijke levensverzeke- 
ring en de toekomstige kapitaalsverzekering gebruik behoeft te ma- 
ken, dan kan men die als volgt afleiden. 
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Volgens den aard der verzekering is 

of daar ^x+« = ^*+»-i —^x+.-i » 
=:r [/, — Z,+i + «?(?,+ , — Z,+j) + o* (Z, + j — /,+3)+ + 

VermenigYuldigt men beide leden dezer rergel^'king met »*, dan is 
r'Z, X-^,7| = viv'h + v'^'H^^^ + r'-^' Z,^, + . . . + 

en dus 

-(Z),+ i +2),+, +2).+, + . . . + 2),+..,) 

= i»i\r,.,-J\r,+(l-r)JV,+._,; 
bijgevolg 

^.T|="^'-'~^'"^^^~''^^'"-' (IX') 

Schrijft men 
2).X^.T| = t.(Z). + 2).+, +7),+, + ...+2).+..,+2).+._,)+2).+.- 
-(2),+, +Z),+, + D.+, + . . . + i).+,_i + 2).+.). 
dan is i).X^,T|=r(iNr..,-i\r,^.._,) + 2>.+.-(2yr.-J\r,+.). 



2). 2). 

waardoor ook formnle (IX) rechtstreeks bewezen is. 
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Daar volgens formule (VIII *) 

ZOO is ook ^,7| = „E^^A,^„\As (IX*) 

Wil men eene formule in den vorm van dien van formule (VIII*), 
dan volgt uit deze formule en uit formule (IX) onmiddell^'k 

^,7| = „^,+»(l~»J^.)-(l-^)(«:r-.^,Xa,+„). . (IXO 

§ 15. Be waarde van eene verzekerina, nadat zij t Jaren heeft be^ 
ataan. De Reserve voor de Toekomstige Kapitaalsver zekering. Heeft 
eene verzekering een aantal jaren bestaan , dan kan er gevraagd wor- 
den, welke haar waarde op dat oogenblik is ; m. a. w. , hoeveel er in 
kas moet wezen, opdat aan de verplichting, die dan uit de verze- 
kering nog voortvloeit, juist kunne worden voldaan. 

Wij hebben gezien, dat de tegenwoordige waarde van eene Toe- 
komstige kapitaalsverzekering, die voor n jaren wordt gesloten, gelijk 
is aan 

Sluiten nu l, personen zulk eene verzekering, dan zal de waarde 
van de Ontvangst na t jaren zijn 

^.x%'x(i+»)' 

— 7 V -__li^_ "*• + « 

~ ' v'l.Xv' ~ t?'+' * 

Daar echter, na t jaren, van de l,. personen nog slechts een aan- 
tal van Z,+ , in leven is, zoo verkrijgt men voor de waarde van de 
enkele verzekering na t jaren 

tr\„JUx) — , — 7,*+'/ — n 

-^C^+O + Cw-O jp /Y^ 

ÏJ 0-r-Or,+ r \^) 

*^x+t 

In de praktijk heet de waarde , die , nadat eene verzekering t jaren 
heeft bestaan, daarvoor in kas moet wezen, de Keserve na t jaren. 
Voor het gegeven geval, is deze gelijk aan de Eenige Premie, die 
moet worden betaald op den (a? + ^)-jarigen ouderdom , om na » — < 
jaren, dat is op den (a7-(-»)-jarigen ouderdom, een kapitaal vau 1 
te ontvangen. 

Is t^nn, dan geeft de formule 
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dat is juist het bedrag, dat na n jaren , volgens den aard der ver- 
zekering, moet worden uitgekeerd. 

§ 16. De TFaarde na t jaren van de Rente voor het geheele leven, 
Be Beserve voor de dadelijk ingaande Lijfrente, Koopen Z« personen 
zich eene Rente voor het geheele leven, dan is de waarde van de 
Ontvangst na t jaren 

;, X a, X (1 + »■)' = /, . — ;7-- = 



'■{^*^) '■^'' 



V 



X 

X 



V' V* 



V' "^ t?'+' 17'+' ©*+' 

De waarde van de Uitgaven daarentegen zal na t jaren zijn « 

of ook 

©'■•■ v'-i"*" »'-*"^ •••■*■ V ' 

De waarde dezer reeks wordt blijkbaar niet veranderd, als men 
daarvoor schrijft 

r^Z «* + ^ 7 «* + 2 7 •J*+'~17 

P ^x • V t'x^l j ^ ^x-H I , ^ ^x+f-i 

t?*+' t?* + ' '' »'+' "!"•••+ ^x + t 

Hieruit volgt , dat de waarde der uitgaven na t jaren gelijk is aan 

J. -f Dx^l +^x^i + . « > + Dx+S^t 

Trekt men deze waarde van die der ontvangst af, dan is het 
verschil 

D,-\-N^ D, + P,^^ + D,^, + . . . + D.^„ , _ 

17* + ' 

"^ t7*+' *"" t?'+' 

9* 
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Daar echter na t jaren nog l,^, personen in leven zijn, zoo zal 
dit verschil voor de enkele verzekering wezen 



=i 1 + a,^ f zzr a,^ , . 

Van eene Rente van 1 , op den ouderdom x voor het geheele leven 
gesloten, zal dus de Waarde na t jaren worden voorgesteld door de 
formule 

,r(a,)=:a,+ ,; (XI) 

waaruit volgt, dat zij gelijk is aan de tegenwoordige waarde van 
dezelfde Eente, gesloten op den ouderdom x^t 

Uit het voorgaande volgt onmiddellijk, dat men ook heeft 

,r(«,)=a,^, (XI') 

§ 17. Ve Reserve voor de gewone levemver zekering. Sluiten Z, 
personen eene verzekering op hun leven, dan is de waarde van de 
Ontvangst na t jaren 

z,x ^, x(i+0' = ^. X "-^^^ x(i+.)' = '-^^%q^^ = 

_ vN,^,^ N^ 
De Waarde van de Uitgaven echter zal na ^ jaren zijn 

of ook 

— ^/-l ^ ^r-1 T • • • -r ^ Tl^»+/-i — ^«+*> 

De waarde dezer reeks blijft dezelfde, als men daarvoor schrijft 

Hieruit volgt, dat de Waarde der Uitgaven na i jaren gelijk zal 
zijn aan 
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(/Ui + />.+, + . . . + />.+ ,-, + />,+.) 



t?^+' 



Trekt men deze waarde yan die der ontvangst af, dan verkrijgt 
men, daar 

en i\r, = /),+i + D,+, + ... 

is, als het yerschil 



t7'+' 



Maar na t jaren zijn er nog 1,^^ personen in leven, zoodat het 
voor de enkele verzekerina: zal wezen 



»iv,+,-,-iv,+, 



V 



x-\-t 



_ ^^^+^^^i--iVx+r _ vN^^^^-N^^, _ 



K+t ^* K+t "*+* 



— ^M + f 



De Waarde van eene gewone levensverzekering, groot 1, na ^ 
jaren, kunnen wij dus voorstellen door de formule 

,r(^j=^,^,, (XiT) 

en is gelijk aan de tegenwoordige waarde van dezelfde verzekering, 
gesloten op den (a?4-^)-jarigen ouderdom. 

§ 18. De Reserve voor de Uitgestelde lijfrente. Hierbij kunnen 
drie gevallen voorkomen, nl. ^<», t=.n en ^>«. 

Is ^<», en hebben er dus nog geene uitbetalingen van de verze- 
kerde rente plaats gehad, dan is, als l, personen zich eene rente 
hebben gekocht, de Waarde van de Ontvangst na t jaren 

— * X-tVy + w-1 •^JP + it-l 
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Daar na t jaren nog ^.+ , personen in leven zijn, is deze waarde 
voor de enkele verzekering 

De Waarde van eene Uitgestelde lijfrente, groot 1, na ^ jaren, 
wordt dus voorgesteld door de formule 

. 177 lo \ ^x + »~1 -^C*+/ ) + C«-0 -1 

tf^Kni^x) -r| Ti 

= «-,|a,+,(^<»), (xni) 

en is derhalve gelijk aan de tegenwoordige waarde van de (» — O 
jaren Uitgestelde lijfrente op den ouderdom x-\-t. 
Is t=.n, dan volgt uit formule (XIII) onmiddellijk 

n l" \h\^x} — jj J. 

*^xArn ^x-\-n 

= l + a,^„=a,.^„; (t = n) . . , (XIU') 

Na « jaren is dus de waarde van eene n jaren Uitgestelde lijfrente, 
gesloten op den ouderdom x, gelijk aan de tegenwoordige waarde 
van de Kente voor het geheele leven, op den ouderdom 0? + ». 

Is ^>«, dan is, volgens het bovenstaande, de Waarde van de 
Ontvangst na t jaren 



v'+' 



D« Waarde der UitbetaUngen , t jaren na het sluiten der verzeke- 
ring, wordt voorgesteld door de reeks 

+^,+.-2a+oHu.. 1(1+0. 

wier waarde blijkbaar niet verandert, als men daarvoor schrijft 

-,* + «/ -,« + « + 17 «*+'-* z «*+'"* Z 



w^mmK^^m 



— * + " *" ^<p + « + l "r * ' *"r "«+»-a T*^jF+ /~ t 

^*+r 

Trekt men deze waarde van die der ontvangst af, dan verkrijgt 
men als verschil, daar 
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-^«• + «-1 "-— *'* + « T "* + »+! T • • • ^^» 

Maar na ^ jaren leven er nog l^ ^ , personen , zoodat dit yerschil 
Yoor de enkele yerzekering zal zijn 

»'"*■' AT N 

"x+t 'T -tVjr+y 11^ - 

— ïï : J- T ^x+ t «x+ » • 

*'«•+ t 

Hieruit volgt de formule 

,r(„|a,) = a,^,; {t>n) (Xni*). 

De Waarde van eene n jaren Uitgestelde lijfrente van 1, gesloten 
op den ouderdom x , is dus na t jaren , wanneer ^ > » , en er bijge- 
volg reeds uitbetalingen hebben plaats gehad, gelijk aan de tegen- 
woordige waarde van de Eente voor het geheele leven, op den ou- 
derdom X-\'t, 

§ 19. De Reserve voor de Tijdelijke lijfrente, Koopen l^ personen 
zich eene Tijdelijke lijfrente , dan is de Waarde van de Ontvangst na 
t jaren 

= /,x(i + ^^^Z^ti^)x(i + 0' . 

v'l^v* 

= ;7T7 5 (t<n). 

Be Waarde van de Uitgaven daarentegen zal na t jaren zijn 

of wat hetzelfde is 



r+7 + ZTTt h • • • + 



t?*+' ' ©'+' 



_ -D,+ fi^i + ...+!>,+ , -j + D,+,., 



©*+' 



D^+JV-^-iST,^,., 



l,*+r 
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Trekt men deze waarde van die der ontvangst af, dan is het 
yerschil 

of na deeling door /,+ ,, voor de enkele verzekering 
Daar men voor deze laatste uitdrukking ook kan schrijven 

zoo is de Waarde na t jaren van de 1^'frente van 1, die » jaren 
moet duren, en gesloten is op den ouderdom x. 






= |»-xa,+ ,; , (XIV) 

dat is, gelijk aan de tegenwoordige waarde van de Tijdelijke lijfrente 
van 1, gesloten voor den tijd van (« — O jwen, en op den ouder- 
dom X'\^t. 

Stelt men ^ = » , dan volgt uit formule (XIV) 

= 1 + ^1^ =1-1 = 0. 

Inderdaad moet» daar na n jaren de verzekering geheel geëindigd 
is, ook de daarvoor in kas zijnde waarde nul wezen. 

§ 20. De Beserve voor de Üitgeêtelde tijdelijke lijfrente. Hier-» 
bij kunnen drie gevallen plaats hebben, nl. ^<i», tzzim ea 
«»<<<»* + «. 

Is ^<i», en hebben l^ personen zich eene lijfrente gekocht, dan 
is de Waarde van de Ontvangst na t jaren 
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• AT —AT 

_ 7 v> * + ""! "^'x + w + w-i 

Daar er nog geene uitbetalingen hebben plaats gehad, zoo is dit 
tevens de waarde der gezamenlijke lijfrenten, en dus de waarde van 
de enkele lijfrente 



,r(.|,a.) = 



t?*+' 



= «-,|«a,+ , (XV) 

Dit is de tegenwoordige waarde van de (m^-t) jaren Uitgestelde 
t^delijke lijfrente, die n jaren moet duren, op den ouderdom X'{'t, 
Is t z=zm, dan volgt uit formule (XV) onmiddellijk 

'^C*+«)-l'"'^C * + ») + «-! 

~ ■'' '3 

= l.a,+. (XV) 

Na m jaren is dus de Waarde van de m jaren Uitgestelde tijde- 
lijke lijfrente, die n jaren moet duren, en gesloten is op den ouder- 
dom X, gelijk aan de tegenwoordige waarde van de op den ouder- 
dom x-\-m voor den tijd van n jaren gesloten Tijdelijke lijfrente. 

Wanneer »j <^ < w + », dan is, volgens het voorgaande, de Waarde 
van de Ontvangst na t jaren 

-^jc+iw-l -^x + m + n-t 

De Waarde na t jaren van de Uitbetalingen zal daarentegen z\jn 
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of wat hetzelfde is 
Zij is dus gelijk aan 

■^x + m "T-^x + m-t 'T • » « 'T ■^x+ / - 2 "^ ■^x+ t -1 

Trekt men deze waarde yan die der ontvangst af, dan is het 
verschil 

■ ^ x-\-m-\ ""-^jp + w+w-J "^K,-^ x-k-m^\ "^ -^ x + / - l) 

^^_ ^ 

iV —TV 

of na deeling door 1,+ ,, voor de enkele verzekering 

Daar men voor deze laatste uitdrukking ook kan schrijven 

zoo is de gezochte waarde na t jaren 

= («+..,a,^,; (XV*) 

dat is gelijk aan de tegenwoordige waarde van de op den onderdom 
{x + t) voor den tijd van (j»+«—;Q jaren gesloten Tijdelijke lijfrente. 
Stelt men in de laatste formule t zizn-\'m, dan is 

1 I ■"c*+o~-^c«+o-i 

= l+^^^^i±i- = 1-1=0. 
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§ 21. De Reèerve voor de Uitgestelde levensverzekering. Hierbij 
kunnen drie gevallen voorkomen, nl. ^<», t=.n en ^>». 

Sluiten l^ personen eene Uitgestelde Verzekering op hun leven, 
dan is de Waarde van de Ontvangst na t jaren 

z, X .M, X (1 + «r = ^, X "-^^^i^^^P^^ X (1 + o ' 

— f'x X 77 — 

Is nu ^<», en hebben er dus nog geene uitbetalingen plaats ge- 
had, dan is dit tevens de waarde der gezamenlijke Uitgestelde levens- 
verzekeringen. De waarde der enkele Uitgestelde verzekering op het 
leven is derhalve 



v'+- 




h^, 










V-^C'+f :> + (.'>- f )-i""-^C*+' ) + r «- 


•o 


I>x+s 




— n-t^x+ti t<n 


. (XVI) 



dat is , gelijk aan de tegenwoordige waarde van de (« — t) jaren Uit- 
gestelde levensverzekering op den ouderdom x-^-t. 
Is i^ = », dan volgt uit formule (XVI) onmiddellijk 

— ^-^y + w-l "^-^x+m 
■^x + it 

= -^.+ (XVI') 

Na n jaren is dus de Waarde van eene n jaren Uitgestelde levens- 
verzekering, gesloten op den ouderdom x, gelyk aan de tegenwoor- 
dige waarde van de gewone levensverzekering , op den ouderdom x + n. 

Is t^n, dan is, volgens het voorgaande, de Waarde van de Ont- 
vangst na t jaren 



^x+t 
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De Waarde der Uitbetalingen , t jaren na het sluiten der verzeke- 
ringen, wordt Yoorgesteld door de reeks 

^,+-(1 + 0' — ' +^.+.+ i(l + O' — * + ...+ 
wier waarde blijkbaar gelijk is aan 



. px+/ 



___ (-^x + g+l "T ^x + n^i + . . . + JJx^t-\ 'T -^x^ t ) 

Trekt men deze waarde van die der ontvangst af, dan is het 
verschil 



©'+' 



_ üiV^ + ^j-iV,^, ^ 



r* + ' 



of voor de enkele verzekering, na deeling door l^.+ t, 
Hieruit volgt de formule 

,r(.K) = ^,^,; (^>») (XVI*) 

De Waarde van eene n jaren Uitgestelde levensverzekering yan 1, 
gesloten op den ouderdom x, is derhalve na t jaren, v^fuineer 
^>», en dus b^* overlijden de verzekerde som moet worden uitbe- 
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taald, gelgk aan de tegenwoordige waarde van de gewone levensver- 
zekering op den ouderdom X'\-L 

§ 22. De Reserve voor de Tydelijke levensverzekering. Sluiten l^ 
personen eene Tijdelijke verzekering op hun leven, dan is Waarde 
van de Ontvangst na t jaren 

—1 .. ''(iv»-,--y>4.-.)-(iy>-iy,^.) 

— ^.T y\ 7"? * 

— • ^7+1 > l^<»> 

De Waarde van de Uitgaven na t jaren zal daarentegen zijn 
dat is 

— ^7+7 + :^t +••• + 

Trekt men deze waarde van die der ontvangst af, dan is het 
verschil 

v{N,.,-N,^,,,)^{N,^N,^,)v{N,.,-'N,^,.,)^{N,--N,^,) 
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of voor de enkele verzekering, na deeling door ?,+ ,, 

^ f'x+t 

■ _ t^i^x+t^y-^.+ n-^)-(^x+t-^x + n) 
— J)x+t 

•^"^ x^t 

^^^ \n-'t'^x-{-t J 

l 

dat is, gelijk aan de tegenwoordige waarde van de Tijdelijke levens- 
verzekering van 1, gesloten voor den tijd van n — t jaren, en op 
den ouderdom x-\-L 

Wij hebben dus de formule 

,r(|„^,) = |„.,^,+ ,; {t<n) (XVII) 

Is ^ = », dan wordt formule (XVII) 

= 0. 

Inderdaad behoeft, daar na n jaren de verzekering geheel afgeloo- 
pen is, daarvoor ook niets meer in kas te wezen. 

§ 23. £>e Eeserve voor de Gemengde verzekering. Sluiten Z, per- 
sonen eene Gemengde verzekering op hun leven, dan is de ViTaarde 
van de Ontvangst na t jaren 

— "TTT 5 (f<»). 

Daarentegen zal de Waarde der Uitgaven na t jaren blijkbaar de- 
zelfde zijn als in de vorige paragraaf, nl. 

Trekt men deze waarde van die der ontvangst af, dan is het 
verschil 
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of Yoor de enkele verzekering, na deeling door h+ti 

Wij hebben dus de formule 

,r(^,T|)=^,+ ,-r:7| (XVIII) 

De Waarde na t jaren van eene Gemengde verzekering van 1 , die. 
op den ouderdom x voor n jaren is gesloten, is derhalve gelijk aan 
de tegenwoordige waarde van de Gemengde verzekering van 1, ge- 
sloten op den ouderdom x + t voor n^t jaren. 

Is t zzzn, dan wordt formule (XVllI) 

' -^x + n 

-— - ^JT+i»-! -^x+n ,_^ - ^x + m __ ^ 
■'■^x+m -^x+m 

Inderdaad moet, volgens den aard der verzekering, na « jaren 
de geheele verzekerde som in kas wezen. 



VERBETERINGEN. 

biz. 37, regel 14 v. o., staat /„ , lees /«. 

» 38, » 9 » » """Tl * H" T* 

• 39, » 2 ir >> "E', » ,-&,. 



THEORIE DER INHOUDSVINDING VAN DE HALVE 

HEKTOLITER-GRAANMAAT, 



DOOB 



B. P. HOOBS. 



Dit opstel heeft voornamelijk ten doel eene nieuwe toepassing 
te leeren kennen van de peilmaat *) bij het bepalen van de middel- 
bare hoogte der halve hektoliter-graanmaat. 

De hoogtemetingen namelijk aan den wand der maat worden, bij 
de hier voorgestelde wijze van meten, door peilingen op de brug 
vervangen, waardoor, bij de berekening van den inhoud der maat, 
de onzekerheid wordt weggenomen die ontstaat door het aanwezig 
zijn van kleine oneffenheden welke op den bodem, in de onmiddel- 
lijke nabijheid van don wand, bij elke graanmaat zijn waar te 
nemen. 

De „theorie der inhoudsvinding", welke in niet onnut heb geacht 
aan de beschrijving der bedoelde peilmaat te laten voorafgaan, berust 
eeniglijk op gronden aan de lagere wiskunde ontleend. 



') De peilmaat — eene der vele viDdingen waardoor Dr. F. J. Stamkart, 
Oud-Arrondisseiuents-lJker te Amsterdam, Oud- Hoogleeraar te Delft, enz., het 
IJkwezen zeer aan zich heeft verplicht — kwam eerst in 1844, hij de meetkun- 
dige inhoadsvinding der groote inboudsmaten , aan de ijkkantoren in gebruik; 
zij is beschreven in „ Inlichting nopens het gebruik der Pijlmaten** en in « Ver- 
handeling over de meetkundige Inhoudsvinding der Nederlandsehe Mttten" blz. 
53 e. V. doot Dr. P. J. Stahkart, 's Gravenhage, ter algemeens landsdrukkerij. 
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a. Bepaling van de middelbare middellijn eener niet volkomen cirkel- 

vo7*mujf cilindrische maaêy waarvan de hovenrand en de bodem 

in platte, evenmjdige vlakken liggen, 

§ 1. De recht opstaande maat worde, door horizontale vlakken, 
in een zoo groot aantal schijven van gelijke hoogte verdeeld gedacht 
als noodig is om , met behoud van de vereischte nauwkeurigheid bij 
de inhoudsberekening der maat, te mogen aannemen, dat de wand 
van elke schijf samenvalt met het oppervlak, dat ontstaat door de be- 
weging van eene rechte lijn, die, steeds de verticale as der maat *) 
snijdende, tevens voortdurend op de omtrekken rust van het grond- 
en het bovenvlak van elke schijf. 

§ 2. Om den inhoud van eene dezer schijven te bepalen brengen 
wij, door de as der maat, een oneindig aantal platte vlakken, die 
opvolgend gelijke standhoeken met elkaar maken. Elk stukje der 
schijf, dat tusschen twee van deze aan elkaar grenzende vlakken ligt, 
is eene afgeknotte driehoekige piramide, omdat het gedeelte van den 
wand der schijf, dat binnen de twee aangrenzende vlakken is begre- 
pen, als een plat vlakje kan worden aangemerkt. 

Zooals bekend is wordt de inhoud eener afgeknotte piramide ge- 
vonden door een zesde van haar hoogte te vermenigvuldigen 
met de som van het grondvlak, het bovenvlak en vier- 
maal het vlak, dat op de halve hoogte aan beide evenwij- 
dig wordt getrokken. 

Zij nu abcCBA, figuur 1, eene der oneindig vele piramiden, 
waarin de schijf is verdeeld. Zij de standhoek, waaronder de verti- 
cale vlakken aB en aC elkaar snijden, nl. £.bac = LBAC=ry; 
verder ab = / en AB=ii2; dan kunnen wij, omdat y oneindig 
klein is, ook aannemen dat ac=:r en AO = JR is. Stellen wij 
verder de inhouden van het grondvlak, het bovenvlak en het vlak, 
dat op de halve hoogte aan beiden evenwijdig wordt getrokken, op- 
volgend door ^, d en 27 voor, en de hoogte en den inhoud der piramide 
opvolgend door Ji en i\ dan is 

dus 



^) Deze as achten w^ samen te vallen met de verticale 1\JD, die, bij horizon- 
talen stand van den bodem, door het zwaartepunt van de maat gaat. 

10 
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of i = |A(^ +5)- fT^(^-^)* ^^y- 

Stellen wij eindelijk de inhouden van het grondvlak en het boven- 
vlak der geheele schijf, waarvan de piramide, figuur 1, deel uit- 
maakt, opvolgend gelijk aan G^ en jS, het vlak dat op de halve 
hoogte aan beide evenwijdig wordt getrokken gelijk aan F, het aan- 
tal piramiden, waarin de schijf is verdeeld, gelijk aan w, en den inhoud 
der schijf gelijk aan /; dan is 

of, daar nSmy=z^'K is, 

1 = \h^G \B)-\h X%{n-Ty , 

o n 
terwijl 

dnt is 

$ 3. De inhoud der schijf of / komt zeer nabij overeen met den 
inhoud van een cilinder, die gelijke hoogte heeft als de schijf, en die 
h«t vlak op de halve hoogte der schijf, hierboven onder V bedoeld, 
tot grondvlak heeft. Want de inhoud van den cilinder wordt uitge- 
drukt door 

waarvan het verschil met de uitdrukking voor 1 slechts 

bediraa^. 

Zy BU, iti de geheele schijf, het grootste volstrekte verschil van 
(iB->*r.) gd^k aan 5 müöimeter, dan is (/- hV)^ indien ^, JR en r 
in millimeters zijn uitgedrukt, hoogstens gelijk aan 

Yo-*.öubieke millimeter; . . . . (1) 

waaruit volgt, dat, indien de middelbare middellijn van het vlak op 
de halve hoogte der schijf door m millimeter wordt voorgesteld, de 
inhoud der schijf grooter is dan {^m^ h en kleiner dan |9r»»*A4- 

25 TT 

-r-j— . ^ cubieke millimeter. 
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§ 4. Zij de maat, door horizontale vlakken, in p schijven van 
gelijke hoogte h verdeeld, en zij gesteld 

de hoogte der maat = H millimeter; 

de middelbare middellijn der doorsnede op de halve hoogte bij 
de onderste schijf = ilf | millimeter; 

bij de daarop volgende schijf = M^ millimeter; 

enz., en bij de bovenste schijf z=.Mf millimeter; 

de gemiddelde van al deze middellij nen = M millimeter; 

verder M-M^ :=.m^\ M—M^ =»*2; enz. 

de inhoud der maat = / 

en de font, onder (1) bedoeld, in elk der schijven hoogstens gelijk 
aan \^7rh, dan is 

/ hoogstens = l ~j — | ^ + . . . + —\ .7rk-\-p,f^7Fk=^ 

Vermits p.k=ill dus A = — en »^, +»ïj 4"' • •+^/ = ^ ^» 
zoo is 

I hoogstens =^MK7rH+ ^i' + ^»^+- •+^^' .^5-4. 2| ^^. 

Indien wij den inhoud der maat gelijk stellen aan den inhoud van 
een cilinder, wiens middellijn M gelijk is aan de gemiddelde van 
al de middelbare middellijnen Jf, , ilfj» enz., dan stellen wij den 
inhoud der maat te klein, en wel, blijkens de laatste gelijkheid, 
hoogstens 

[.fiil+^^i^iiii^ + 14] T^ . . , . . . (2) 

Zij het grootste verschil, dat er bestaat tusschen eene middelbare 
middellijn in de doorsnede op de halve hoogte van eenige schijf met 
de gemiddelde van al de middelbare middellijnen in de doorsneden 
op de halve hoogte der schijven, gelijk aan 5 millimeter; dan moet 
noodwendig 



—p <^ 



vierkante millimeter zijn, en derhalve is de fout onder (2) bedoeld 

kleiner dan (V+H)^-2' 

10* 
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kubieke millimeter, het^^een met eene fout iu de middellijn OYereeu- 
stemt van hoogstens 0,04 millimeter. 

§ 5. Wij zien hieruit, dat bij de zeer groote afwijkingen van den 
recht opgaanden vorm, dien wij bij de maat hebben ondersteld, toch 
nog de gemiddelde van al de middelbare middellij nen op de halve 
hoogte der schijven geen half tiende van een millimeter met de ware 
middellijn der maat zal verschillen. En daar de afwijkingen van 
den recht opgaanden cilindervorm, bij elke voor den ijk vatbare 
maat, veel geringer moeten zijn dan wij ze hierboven hebben toe- 
gelaten, zoo volgt hieruit, dat wij, indien de maat in een voldoend 
aantal schijven is verdeeld, de gemiddelde van al de middelbare 
middellijnen op de halve hoogte der schijven, als de ware middellijn 
der maat kunnen aanmerken. 

§ 6. Hierboven is ondersteld, dat de maat in een zoo groot aan- 
tal schijven is verdeeld, dat de doorsnede van den wand van elke 
schijf met elk plat vlak, dat door de verticale as der maat gaat, 
slechts weinig van eene rechte lijn afwijkt. In hoe groot een aantal 
schijven men de maat moet verdeden, opdat aan deze voorwaarde 
genoegzaam worde voldaan, hangt af van het meer of minder 
recht opgaand beloop van den wand der maat en van de nauwkeu- 
righeid, die men bij de inhoudsberekening der maat verlangt. In 
het algemeen *) zal het, bij eene goed geconstrueerde maat, voldoende 
zijn haar in vijf schijven verdeeld te denken, en dus de middelbare 
middellyn in elk der vijf doorsneden op ^rr, y'^, ^, ^ en ^ van 
de hoogte der maat te bepalen. 

De middelbare middellijn eindelijk van eenige horizontale door- 
snede kan met voldoende nauwkeurigheid worden gelijk gesteld aan 
de gemiddelde van een genoegzaam aantal middellijnen in die 
doorsnede ^). Hoeveel middellijnen men in elke doorsnede moet 
nemen, opdat haar gemiddelde met voldoende nauwkeurigheid aan 
de middelbare kan worden gelijk gesteld, hangt weer af van de 
meerdere of mindere afwijking van den cirkelvorm der doorsnede en 
van de nauwkeurigheid, die men bij de inhoudsberekening der maat 
verlangt. In het algemeen zal men, bij goed geconstrueerde maten, 
indien geene groote nauwkeurigheid wordt verlangd, kunnen volstaan 
met de middelbare middellijn in eenige doorsnede gelijk te stellen 



') Dr. .F. J. Stamkaft, Verhandeling over de meetkundige inkoudsvinding der 
Nederlandsche maten ^ bl. 85 — 44. 
') Dr. F. J. StaMKABT, Verhandeling enz., bl. 18— 86. 
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aan de gemiddelde uit vier middellijnen , welke in die doorsnede 
elkaar opvolgend onder een hoek van 45 snijden. 

De middelbare middellijn der maat kan dus worden geacht 
gel^k te zijn aan de gemiddelde van al de op boven bedoelde 
wijze gemeten middellijnen. 

b. Verhouding tusschen eene fout in de middellijn der maat tot 

eene fout in de hoogte» 

§ 7. Meestal is de middelbare middellijn der maat een weinig, 
b. V. j» millimeter grooter of kleiner dan de bij art. 41 van het 
Keglement voorgeschreven lengte van 400 millimeter, waardoor — zal 
de inhoud der maat juist 50 liter bedragen — de hoogte tevens een 
weinig b. v. h millimeter kleiner of grooter moet zijn dan die, welke 
b\j eene juiste middellijn wordt gevorderd. 

Om ^ in »ï en de gegevens uit te drukken stellen wij voorloopig 
de bij Reglement voorgeschreven middellijn door M en de gevorderde 
hoogte door H voor. De inhoud der maat wordt dan uitgedrukt 
door \M'^'kR, Verandert echter Jf in Mvm^ dan moet, zal de 
inhoud dezelfde blijven, H in R—h veranderen, zoodat men heeft 

of ]iPH = M^ ![+ 2MmE + m* ff- (M+ m)^ h, 

2M±m 

waaruit h = ,_7 :, , Hm. 

(Jf-f »»j2 

Wordt nu hierin 3f=400 en £"=399 gesteld, dan vindt men 

(800 + m). 399 319200 + 399 m 

i^OO + my (400 + »i)» * ~ 

f 320000 + U 00m'{'2m^-{m0-\-U0lm^'2m^) \ 
"^X (400 + ^)* ~l' 

Daar m steeds klein moet zijn in vergelijking van 400, zoo kan 
men met voldoende nauwkeurigheid schrijven 

f^ 800 + 1200^1 ^ 2 + Sm ,^. 

*='^P Ï60000-} =''»-"• -4Ör (^) 

Voor zeer kleine waarden van m kan ook de tweede term van het 
laatste lid worden verwaarloosd, zoodat men alsdan kan stellen 
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k=.2m (4) 

2 + Sm 
Het verschil van h uit (4) met h uit (3), nl. m. — , groeit 

met m snel aan; het bedraagt voor 

»j=-5 -4 -3 -2 -1 O +1 +2 +3 +4 +5 

+0,16 +0,10+0,05 +0,02 +0,0025 O +0,01+0,04 +0,08 +0,14 +0,21, 

yoor «» = I wordt de breuk ook gelijk aan nul ; alleen voor 
— |<2a<0 verkrijgt de breuk eene kleine negatieve waarde. 

Ofschoon het Reglement nog een verschil van m toelaat, gelegen 
tusschen + 5 en — 5 , is toch zeker het aantal geijkte halve hektoliter- 
graanmaten gering, waarbij de volstrekte waarde van 7n grooter is 
dan twee millimeter. 

Voor die maten, waarbij m grooter is dan 2, en verder in die ge- 
vallen, waarbij men, bij het berekenen der verbeteringen, die uit 
onjuiste middellij nen en hoogten en het onvlak zijn van den bodem 
voortvloeien, honderdste deelen van een millimeter wil mede tellen, 
totdat men de einduitkomst heeft verkregen, om eerst dan bij de 
tiende deelen van een millimeter te blijven , — zal men gebruik dienen 
te maken van formule (3); in alle overige gevallen geeft formule (4) 
voldoend nauwkeurige uitkomst. 

c. Bepaling van de middelbare hoogte eener maat met golvenden 

hovenrand en vlakken bodem, 

§ 8. Blijkens de voorgaande paragraaf kan de maat als een vol- 
komen cirkelvormigen cilinder worden aangemerkt, wiens middellijn 
gelijk is aan de bij Eeglement voorgeschreven middellijn, en wiens 
hoogte gelijk is aan de middelbare hoogte der maat, vermeerderd 
met de hoogte h uit (3) of (4). Op grond hiervan zullen wij in 
dit hoofdstuk de maat als een volkomen cirkelvormigen cilinder be- 
schouwen met horizontalen bodem en golvenden bovenrand. 

Wij nemen aan 

1°. dat de middelbare hoogte van de maat moet worden bepaald 
uit eenige hoogten, gemeten aan den bovenrand der maat, van uit 
punten, wier horizontale projectiën den omtrek van den bodem der 
maat in onderling gelijke bogen verdeelen, en waarvan twee punten 
met de uiteinden der brug samenvallen: 

2®, dat de hoogten aan den rand der maat, die tusschen twee 
gemeten hoogten inliggen, vloeiend toenemen en wel zoo dat, indien 
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het gedeelte van den wand, dat door twee op ellk^^r vol^^dfl ge- 
meten hoogten is begrensd, op een plat vlak wordt neergeslagen, 
het bijbehoorend gedeelte van den bovenrand in eene rechte lijn 
overgaat '); 

3^. dat de maat aan de open zijde is begrensd door een vlak, dat 
gevormd wordt door de beweging van eene rechte lijn, die steeds de 
horizontale projectie der lijn, welke de uiteijaden van de brug ver- 
bindt, loodrecht kruist, en tevens ter weerszijde van de brug voort- 
durend op den bovenrand der maat rust, — dit vhk zttlieiii wjj het 
strijk el vlak noemen — en 

4°. dat de brug nergens boven het etrij kei vlak uitsteekt. 

§ 9. Wij verdeden nu de maat, üg. 2, in eenige verticale «t^kl^ei^ 
door platte vlakken, die loodrecht staan op de horjüsontale projeojj^ 
an der lijn, welke de beide uiteinden AenN der brug verbiedt, m 
die door de punten van den bovenrand gaan, van w^aruji de boogtaa 
aan den rand zijn gemeten. 

Zij PWts een willekeurig stuk, gelegen tusschen de vlakken Pw 
en St, dan verdeden wij dit stuk zelf in een oneindig groot aantal 
X schijven door vlakken, die mede loodrecht staan op de lijn a n , en 
die gelijke bogen uit den omtrek van den bodem der maat snijden. 

Zij QRuv eene dezer schijven. Daar x oneindig groot is, kunnen 
wij de bogen QH, qr, VU en vu als rechte lijnen aanmerken, en 
tevens aannemen dat Qqi=:RrenUu=Vvis. Stellen wij Qq = g' 
en Vv=:ü, dan is de inhoud i van de schijf QRuv gelijk aan 
i z= 5 (s' + c) • (inhoud van het grondvlak der schijf). 

Wij zullen nu vooraf i in de gegevens uitdrukken. Zij daartoe 

gesteld : hoek t O , n = hoek s O ^ n = a , hoek w O » t 3= hoek 

Q 
pO, s = |3, dan is hoek vOj u = hoek qO, r -=. - j zij eindelijk 

«27 

hoek qOjT »-maal in den hoek qOjS begrepen, dan is hoek 
n O I q = a -f » - , hoek r O , n ^=. « + (» - 1) - , en daar de inhoud 

X JB 

van het grondvlak der schijf gelijk is ann het verschil der inhouden 
van de segmenten qnv en rnu, zoo is '), indien de straal van den 
cirkel gelijk r wordt gesteld 



') De kromme lijn is een schroef lijn. 

2) Dr. R. LoBATTO, Driehoeksmelinff, bl. 67. 
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inhoud grondylak schijf 

+-sï»2r«+(»-i)^]}= 

Wij dienen dus nu nog de hoogten ^ en v uit te drukken in de 
hoogten Pp, Ss, Tt en Ww, die wij bekend onderstellen. 

Zij dus de som der hoogten Pp en Ww gelijk aan p en de som 
der hoogten Ss en Tt gelijk aan s gesteld, dan kan de som dei- 
hoogten yan de eerste schijf — gerekend van het vlak St — 
worden gelijk gesteld aan « ; en stelt men dan verder de overmaat 
van de som der hoogten in de tweede schijf, boven de som der 
hoogten in de eerste schijf, door X voor; dan vindt men X uit de 

evenredigheid ^ — « : X zzi ar : 1 , waaruit X =: - (j? — *); dus is de 

X 

som der hoogten van de tweede schijf gelijk aan s — (« — jt?). 

Evenzoo vindt men voor de som der hoogten van de derde 'schijf 

2 
8 (*— ^), cUj in het algemeen, voorde som der hoogten van de 

X 

n -\ 
n^ schijf [q-\-v)z=z8 (*"'/^)j zoodat de inhoud van de nP schijf, 

X 

gerekend van het vlak St, d. i. van de schijf QRuv, wordt voor- 
gesteld door 

, § 10! Nu i in de gegevens is uitgedrukt, is het gemakkelijk dit ook 
te doen met den inhoud van het geheele stuk PWts. Want stellen 
wij dezen inhoud door I voor, dan is blijkbaar I gelijk aan de som 
van al de termen der reeks, welke men verkrijgt door in de laatste 
uitdrukking voor i opvolgend n:=L\, n=.2>, enz. tot n ■=: x te 
substitueeren. Dus is 



J 
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■{■SmUx + x.^Vl 
-Siit{2»-\[r-l]^\ 

+(.^?« 1) ^'^^ r2öf + a? ?i] 1 

-(^-l).^m(2«+[a?-l]?^) ' 

\ ^ / ƒ 



^!l/ 



= — |«2|3 + »[«t»2«-;Si»(2«+2(3)]- 

-,SJ» Ux + 2. ^) -5t» (2«+ 3. i^) - . . . - 

--Si» (2« + [j!-l] ?ƒ j +(a,-l)5i»(2«+ 20)1 } = 
= ^|«[20-S(»(2«+20) + ;S»»2«]- 

-(-/-) [I '-^ 2^+ J [5.«(2«+ '^) +^« (2*4 2'^)+..+ 
+ SiH (2 «+ [« -1] ^j"j _ ~1 5Ï«(2«+ 20)1 I = 
=i— |«[20-««(2«+20) + &«2«]- 

-(«-i») [a ~ ^^ + ^ r-8ï»('2«+ ?ij + ^» {2» + 2 ^j +.. 



+ 



+ Siu(2»+[x-l]^\+Sifi(2» + x-^\'\-Sin{2» + 2fi)\l 
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Passen wij op de reeks, die tusschen I 1 staat, de formule toe 

uit aanteekening u". 1, na daarin ;« en (3 door 2z en 2j3 ver- 
ar —1 
vangen te hebben, en nemen wij in aanmerking dat zn 1 

is voor a; =: co , dan vinden wij 

-(8-p) 1^+ — r(7o«2a-a?«(2«-|-2p) I -^ï»(2;6f2|3) 1 1 = 

= T r L W --'5m(2« + 2/3)J + 

r^ Co«2a-ro»(2:«4-2/3) ^. « 1 | 
+ 5 1(3 ^ l_'J + ^,„2^Jj (5; 

Uit deze formule is nu gemakkelijk de inhoud te berekenen van 
elk der stukken, waarin wij ons de maat verdeeld denken. 

§ 11. Als toepassing nemen wij aan, dat de maat als in fig. 4 
in vier stukken is verdeeld, door verticale vlakken, die — over- 
eenkomstig de eerste voorwaarde van paragraaf 8 — den omtrek 
van den bodem in gelijke stukken verdeelen. 

Stellen wij dan de som der hoogten in E en Ej gelijk e, die 
in L en C, gelijk Z, die in C en Lj gelijk c, ende dubbele 
hoogten in A en N opvolgend gelijk aan a en »; dan wordt de in- 
houd van het stuk LCiU gevonden door in (5) j? n: Z, s=zn, 
x=:0 en (3 = 45" te substitueeren ; zoodat wij voor den inhoud 
van het stuk LC|n vinden 

De inhoud van het stuk EEjC, I vindt men door in (5) p =.e, 
ii=il, cc =. 4i6^ en |3i:z:45° te substitueeren ; dus is die inhoud 
gelijk aan 

ï{-(ïn)+'(ï-;+'))- 

Derhalve is de inhoud van de rechter helft der maat gelijk aan 
en blijkbaar die van de linker helft gelijk aan 
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r 
~4 



r{fi+l)'+i«+(i-5)4 



waardoor wij eindelijk voor den inhoud / der geheele maat kunnen 
schrijven 

Stellen wij de middelbare hoogte der maat gelijk aan Zf', dan is 
ook I:=zr^7rH'. Uit deze en de voorgaande uitdrukking voor I 
vinden wij 

Z\j nu de afstand van het snijpunt O, iig. 4, van den stijl met 
het bovenvlak der brug gelijk J2, en stellen wij de afstanden der 
punten A, C, E, L, N, C^, Ej en L| van den bovenrand tot het 
horizontaal vlak, dat door het punt O gaat, opvolgend door -df, C, 
JE, Z, iV, Cj , j&i en Zj voor; dan is in de voorgaande uitdruk- 
king voor i?' 

e = 2JÏ + jE?4-^i, Z + c = 4J5r+Z+(7i+C?+-Zi en n^-a^ 
4Zr+2JV-f2^; substitueeren wij deze waarden van e, l i- c en 
a-^-n in die uitdrukking voor Z?', dan vinden wij 

of, daar — =0,10132 is, voldoende nauwkeurig *) 

TT 

+ 0,l{(Z7-f^.)-(^ + i\r)} . . (6) 

Wil men de middelbare hoogte bepalen uit twaalf hoogten, geme- 
ten van uit twaalf punten, die regelmatig — d. w. z. op afstanden 
van 30° — over den omtrek zijn verdeeld, en waarvan er twee met 
de uiteinden van de brug samenvallen, dan vindt men, fig. 5, 



i) Het verwaarloozen van 0,0013 | (^4- •£'i) — {A + N)\ kan bij eeno voor 
den ijk vatbare maat van niet het minste belang zijn, daar zelfs een verschil 
van |(Z+^i) — {A-{-N)\ =7 millimeter geene fout van 0,01 millimeter zon 
veroorzaken in de bepaling van de waarde van H', 
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waarin H de lengte roorstelt van den stijl yan het midden der 

brug tot den bodem, en a, a,, ^j d|> enz. de afstanden 

beteekenen van de punten a, a|, enz. van den bovenrand tot 
het horizontaal vlak, dat door het snijpunt gaat van de as van den 
stijl met het horizontaal brugvlak. 

In plaats van de voorgaande formule kan men gebruik maken 
van deze 

+ («5 + *s)} + A { 2 [(«3 + ^3)-t« + h)] + [{a, + i* + «2 + ^) - 

-(«6+^5+«,+^l)]} (7) 

Zijn er zestien hoogten gemeten, dan is, fig. 6, 

+ (V2"-i}[^ir+JK:j + (i>+i),)-(if+ifi+i?+^j]}, 

of zeer nabg 

+ o,7[(ir+ri+i> + 2)i)-(jf-fif, +^ + 5j]}; . . .(8) 

waarin weer H de lengte van den stijl van het horizontaal brug- 
vlak tot den bodem beteekent, en A, N, B, ^, , enz. de afstan- 
den voorstellen van dé punten van den bovenrand tot het horizontaal 
vlak, dat door het snijpunt gaat van de as van den stijl met het 
horizontaal brugvlak. 

d. Bepaling van de middelbare hoogte eener maat m£t golvenden 

bovenrand en onvlakken bodem, 

§ 12. Brengen w^* door het voetpunt van den stijl der maat een 
horizontaal vlak, dan is de inhoud van de maat gelijk aan het volume, 
dat begrensd is door het horizontaal vlak, den wand der maat en 
het str^kelvlaky vermeerderd (of verminderd) met het volume, dat. 
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binnen den wand der maat , beneden (of boven) het horizontaal ylak, 
tusschen dit vlak en den bodem is begrepen. 

De middelbare hoogte van het volume, dat begrensd is door het 
horizontaal vlak, den wand der maat en het strijkelvlak , hebben 
wij reeds in de vorige paragraaf bepaald, zoodat ons alleen het on- 
derzoek overblijft naar de middelbare hoogte van het volume, dat 
gelegen is binnen den wand der maat, tusschen het horizontaal vlak 
en den bodem; — dit volume zullen wij het bodem segment 
noemen. 

§ 13. Ter bepaling van den inhoud van het bodemsegment stelt, 
fig. 7, 0| den voet van den stijl voor, terwijl de cirkels, die met 
de lijnen O, c, Ojb en 0,a zijn beschreven, opvolgend de door- 
sneden voorstellen van het horizontaal vlak, dat door Oj gaat, met 
den wand der maat en met twee binnen de maat gelegen cilinder- 
vlakken, wier assen met die van de maat samenvallen. De drie cir- 
kels worden door n rechte lijnen cc^, CjC,^.j, enz., die allen 
door het punt 0| gaan en met elkaar opvolgend gelijke hoeken 
maken, in de punten a, b, c, a|, b], c,, enz. gesneden. Brengt 
men nu een plat vlak door de as der maat en elk der punten c, 
Cj, enz., dan wordt het bodemsegment door deze platte vlakken en 
de cilindervlakken , in 8.2» stukken verdeeld, waarvan de inhoud 
van elk afzonderlijk, en dus ook de inhoud van het geheele bodem- 
segment, zooals wij thans zullen aantoonen, vrij nauwkeurig te be- 
rekenen is, indien men de lengten der opstaande ribben van elk 
dezer stukken, het getal n en de lengten der stralen O^a, 0|b en 
O , c kent. 

§ 14. Fig. 8 stelt een dezer dn stukken voor, en wel een van 
de buitenste. Uit die figuur blijkt, dat dit stuk is begrensd door 
het bodem vlak CB|, den wand der maat Cc|, het cilindervlak 
Bb, en de twee verticale vlakken Cb en Ojbj. 

Om van dit stuk het volume te bepalen nemen wij aan, dat de 
afstand tot het horizontaal vlak van de punten der kromme lijn 
CC|, die een gedeelte van den bodemomtrek voorstelt, vloeijend 
toeneemt, en wel zoo dat, indien het gedeelte cCC^C| van den wand 
der maat op een plat vlak wordt nedergeslagen, de kromme lijn 
CCj in eene rechte lijn overgaat *). 

Gelijke onderstelling maken wij met betrekking tot de kroml^nige 
doorsnede BB|. 



>) Doi il CC^ een gedeelte eener schroefiyn. 
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En eindelijk nemen wij «an, dat het gedeelte van bet boderavlak, 
dat tusschen de vier punten C^ , C, B en B, is gelegen, samenvalt 
met het vlak , dat gevormd wordt door de beweging van eene rechte 
lijn VW, die altijd de as der maat snijdt en tevens voortdurend 
rust op de beide kromme lijnen CC, en BBj. 

Snijden wij het in fig. 8 afgebeeld stuk door verticale vlakken, die 
door de as der maat gaan en den boog cc, in x gelijke stukken 
verdeden, dan zal elk schijfje, dat tusschen twee op elkaar volgende 
vlakken ligt, in vorm overeenkomen met het lichaam in fig. 9 be- 
doeld; waarvan de inhoud afzonderlijk in aanteekening n°. 2 is be- 
rekend. 

Zij nu vww,Vj de doorsnede van het lichaam, fig, 8, met eenig 
verticaal vlak, dat door de as der maat gaat, dan is deze doorsnede 
een trapezium, waarvan de basis v^w^ =:bc=:OjC — Ojbis. Stel- 
len wij, dat deze doorsnede samenvalt met het m' schijQe, en zij 
gesteld C, Cj = c, , Cc := c, Bb = 5, B, b, ziz 5, , O, c = 22 en 
O , b = r; dan is v , w , = 72 — /•, terwijl wij voor de opstaande zij- 

den van het trapezium vinden rvi z=z b^ •] — (^~"^i) en ww, z=: 

X 

z=c,4--(^-"C,), waarin m de rangorde der schijfjes aanduidt, 

X 

gerekend van het vlak Cjb,. Zij verder de lengte van den boog 
ccj = ^, dan is de lengte van het stukje van dezen boog, dat 
tusschen twee op elkaar volgende deel vlakken is gelegen, gelijk aan 

- , en de lengte van het stukje, dat door diezelfde vlakken van den 

X 

T d 
boog bb, wordt afgesneden, gelijk aan 



« — 



R x' 

Blijkens de formule iu aanteekening n°. 2, vinden wij gemak- 
kelijk voor den inhoud van het m' schijfje 



R-d d ƒ 

Tb ' X ' 



[(2i2+r>i + (i2+2r)5,+ ^ [(2i2.hr)(c-c,) + (i2+2r)(i-3,)]}. 

Derhalve wordt de inhoud I van het lichaam, in fig. 8 bedoeld, 
gevonden door de som te nemen van al de termen der reeks, welke 
men verkrijgt door in de laatste uitdrukking »i = 1 , >» =: 2 , enz. 
tot m^=^x te Bubstitueeren. Daar x oneindig groot is , zoo is 

14.2 + 8 + .. . + a? _ 1 /, , 1\ _ 1 
re' ~ 2 \ ■*■ i j ~ 2 

en aldus vinden wij 
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I=^d{{ZR^r)c,+(M2r)6,-\.i[(2R+r){c-c,mR+2r){b-b,)\}, 
of, na vereenvoudiging, 



12i2 



d{{2R + r){c^c,)+{R+2r){h + b,)\ ... (9) 



§ 15. Stellen wij de lengte van den straal 0,a=ir,, lig. 7, en de 
afstanden van de punten des bodems , waarvan a, b, c, a,, b,, c,, 
enz. de projectiën zijn, tot het horizontaal vlak, dat door den voet 
van den stijl gaat, opvolgend gelijk aan a, 5, c, «,, è,, c,, enz., 
dan valt het gemakkelijk, volgens formule (9), de inhouden te bere- 
kenen van al de stukken, waarin het bodemsegment is verdeeld. 

Voor den inhoud b. v. van het stuk, waarvan, fig. 7, baa,b, de 
horizontale projectie voorstelt , vinden wij , blijkens (9), 

y^d{{^r^r,)i6 + b,) + {r + 2r,){a^.a,)}, . . . (10) 

en voor den inhoud van het stuk, waarvan aO, a^ de horizontale 
projectie voorstelt, 

I-^2r,(a + fl.,) (11) 



12R 



Nu is d =: -z — dus - r= - ; tellen wij de inhouden onder (9), 

(10) en (11) bedoeld te zamen, dan vinden wij voor den inhoud 
van het stuk van het bodemsegment, dat tusschen twee deelvlakken 
ligt, 

-J-{(JJ-r)(2i2 + r)(c + c.) + [(iJ-r)(iï4.20 + 

+ (r-/-0(2r+r,)](H^) + [(^-^i)K3/',)+2r,2](«+«0}; 
en stellen wij 

en c + Ci+ ... + C2„«i=:2c, 

daa is blijkbaar de inhoud van het geheele bodemsegment gelijk aan 

JL {{JJ-r)(3JÏ+r)Sc + [(iZ-r)(5+2r) + 
6» ' 

+ (r-r,)(2r + r,)]2H[('— '•i)('- + 2»'i)+2»-,*3Sa}, 
zoodttt de middelbare hoogte ran het bodemsegment gdijjk is aan 

^-L_ {(iZ_r)(2iZ + r)Sc + [(iZ-r)(iJ + 2r)+ 

+ ('•- '•i)(2>- + »'i)]2«+[(»— >*i)(»-+3»-i)+3>*i*]2a • (12) 
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§ 16. De grootheden £c, ^b enZa kunnen, op eene in § 22 en § 23 
te beschrijven w\jze, door middel van een peilmaat worden bepaald. 
Met betrekking tot de lengten c, c, , Cj, enz. tot Cj,,., valt op te 
merken dat de bodem, in de onmiddellijke nabijheid yan den wand, 
meestal met kleine oneffenheden is bezet, die yan geen inyloed zijn 
op den inhoud der maat, maar die tot merkbare fouten in de bepaling 
van de werkelijke waarde van Sc kunnen aanleiding geven. Daarom 
is het te verkiezen, de waarde van 2 c af te leiden uit de afstanden 
Pd = (?, D,d, =:t?, , enz., fig. 8, van de punten D, D, , enz. des 
bodems, wier projectiën d, d, , enz. fig. 7 en fig. 8, op een cirkel 
liggen, wiens straal 0,d 12.5 millimeter korter is dan de straal 
O, c = i^, en daarbij aan te nemen, dat de drie punten B, D en C 
van den bodem, evenzoo de drie punten B^ , D, en C, , enz. in 
eene rechte lijn liggen. Wy vinden dan dat 

_ R-r _ 12,6 

d 



22-r-12,5 22 -r- 12,5 
is. Substitueeren wij deze waarde van c in (12), dan vinden wij 
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+ [iï(B+r) -r , (r+r , )-(fl-r)(2B+r) ^^'J— ] SJ+Kr+r . )Sa| .(18) 

§ 17. Deze uitdrukking doet nu de middelbare hoogte van het 
bodemsegment kennen. Om haar voor de praktijk bruikbaar te 
maken, moeten er nog de letters R, r en r, door getallen in worden 
vervangen, en wel zoodanig, dat daarbij de gebroken Ujn, die gevormd 
wordt door het voetpunt van den stijl en de punten van den bodem , 
waarvan a, b en d, flg. 7, de projectiën zijn, zeer nabij overeen- 
komt met de doorsnede van den bodem en het verticaal vlak, dat 
door de genoemde punten a, b en d gaat. 

Op grond van het bovenstaande, én in aanmerking nemende, dat 
de formule ook gemakkelijk in de toepassing moet wezen, komt het 
mij voor, dat de lengten r, = 97 en r = 149,5 millimeter de meest 
doelmatige zijn, die men aan ^i en r kan geven, terwijl natuarlijjk 
R = 200 millimeter is. 

Na substitutie van deze waarden in (18), vindt men voorde mid- 
delbare hoogte van het bodemsegment 



0,1686 |-S(« + 3+rf)|, (14) 



o. 
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w^uirvoor men ki het algemeen met voldoende nauwkeurigheid kan 
schrijven 

M5{l.£(« + ^ + (f)}«) (15) 

§ 18. Opmerking. Het is duidelijk» dat de afstanden onder a, 
b, dy a^y 5,, (I,, enz. bedoeld, van de punten des bodems, die 
boven het horizontaal vlak liggen, dat door den voet van den stijl 
gaat als negatief, daarentegen de afstanden van de punten des 
bodems, die er beneden liggen, als positief in rekening moeten 
worden gebracht. 

e. Beschryving der meetwerMuigen. 

§ 19. Toestel voor het juUt rickien van de» middeUynmeter in 
de maat, In § 4 is aangenomen, dat de middellijnen groepsgewijze 
in een horizontaal vlak worden gemeten en elkaar, opvolgend, onder 
gelijke hoeken snijden. Aan deze voorwaarde kan gemakkelijk wor- 
den voldaan , indien men gebruik maakt van een toestel, dat de juiste 
hoogte en richting van den middellijnmeter voor elke te meten mid- 
dellijn aangeeft. 

Zulk een toestel is in iig. 10 afgebeeld. 

Het bestaat uit een houten raam ABCD, waarvan de staaf AB 
van twee wigvormige stalen stukken a en c is voorzien, waarmede, 
bij de meting der middellijnen, het raam op den bovenrand der 
maat moet rusten, op de punten, die men daartoe vooraf met krijt 
heeft aangeteekend. In het midden der staaf AB is een stalen 
cilinder b aangebracht, welke, bij gebruik van het raam, juist boven 
het midden der bru^ moet worden geplaatst; in het midden van de 
staaf DG is eene opening, waarbinnen de stijl der maat moet slui- 
ten. Tegen de staven AD en BC zijn houten blolges bevestigd, 
wier boven vlakken , overeenkomstig § 6 , opvolgend op een afstand 
van 40, 120, 200, 280 en 860 millimeter^) van de l^n ac zi^'n 



O Om deze formule een half tiende vsn een millimeter fout te doen zijjn, 
moet de bodem al zeer sterk golven. Immers, men zon moeten hebben : 

0,0036 /- 2:{a -\- 6 + d)\ = 0,05 , waaruit ^ Ziai- è + d)r=U; d. w. z. dat de 

gemiddelde van al de peilen = V =2| millimeter lang zou moeten zijn, het- 
geen een zóó sterk gebogen bodem onderstelt, als stellig bij geen voor den \jk 
vatbare maat zal worden aangetroffen. 

s) Deze getallen moeten eigenlyk met de halve dikte van den middellynmeter 
worden verminderd. 

11 
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verwijderd. De staven AD en BC zijn in e en d doorgesneden, en 
aldaar van scharnieren voorzien, zoodat het raam kan worden ineen- 
geslagen *). 

Om het raam bij de meting der middelHjnen te gebruiken, hangt 
men het in de maafr, met de stalen sfiften a en c op den bovenrand 
en met den cilinder b boven het midden der brug, terwijl men den 
stijl, binnen de opening f van de doorgesneden staaf DC, opsluit; — 
daarbij drage men zorg, dat de staaf AB in de gewenschte richting 
komt te liggen. Het is duidelijk, dat de bovenvlakken der blokjes 
de hoogten aangeven, waarop de middellijnen in de maat moeten 
worden gemeten, en dat men al de middellijnen, die in een zelfde 
verticaal vlak liggen, achter elkander kan meten; zoodat men het 
raam slechts even veel maal moet verplaatsen, als er middellijnen in 
elk vlak worden genomen. . 

Om de as van den cilinder b, tijdens de meting der middellijnen, 
steeds met de as van den stijl te doen samenvallen, en om tevens 
meer vastheid te geven aan den stand van het raam, kan men ge- 
bruik maken van het in figuur 11 afgebeeld klemstuk. — Dit bestaat 
uit eene koperen plaat EK, die aan eenen kant van vleugels is voor- 
zien, welke binnenwerks i: 18 millimeter van elkaar staan; tegen 
een der vleugels is, aan den binnenkant, eene veer vastgemaakt, waar- 
door het klemstuk, eenvoudig door er op te drukken, stevig met de 
brug kan worden verbonden. De andere kant van het klemstuk ein- 
digt in eene vlakke plaat EG, die iets minder breed is dan de brug 
der maat. In dit gedeelte van het klemstuk is eene cilindrische 
opening F geboord, wier middellijn slechts weinig grooter is dan die 
van den cilinder b, fig. 10, en dienen moet, om er dezen cilinder 
in te plaatsen, en, tijdens de meting der middellijnen , onveranderlijk 
op het midden der brug te houden. 

§ 20. De Hoogtemeter bestaat 1®. nit eene staaf LP, fig. 12, die 



') De heer TJker D. P. Bboekman heeft reeds lang geleden , voor hetzelfde 
doel, een toestel van zijne vinding in gebruik gebracht. 

Het bestaat uit een eren aantal verticaal gerichte staven, die opvolgend op 
gtlijken afstand van elkaar staan, en onder en boven door een ijzeren band zijjn 
vereenigd, welke beide banden het cirkelvormig beloop van den binnenwand der 
maat volgen. 

De staven zijn, even als die in fig. 10, van blokjes voorzien, waarop de Jtxi* 
dcllijn-meter kan rusten. 

Wegens de brng der maat bestaat het toestel uit twee gelijke deelen die, 
binnen de maat, aan den bovenrand kunnen worden opgehangen. 
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±450 millimeter lang is, en ia P in een kleinen stalen schoen ein<* 
digt; en 2**. uit een schuifetuk MN. 

Aan het schuifstuk, dat door eene veer mn tegen de staaf wordt 
gedrukt, is een stalen cilinder Np bevestigd, wiens as op 7 7 milli" 
meter afstand van de staaf is verwijderd, en wiens middellijn iets 
kleiner, daarentegen de hoogte iets grooter is, dan die van de ope- 
ning F, fig. 11. 

De hoogtemeter is bestemd om den afstand te meten van het mid- 
den der brug tot den bodem. Hij wordt daartoe tegen den stijl 
nangedmkt, met den schoen P op den bodem en met den cUinder p 
op de brug, binnen de opening F van fig. 11. De afstand der ho- 
rizontale raakvlakken onder den cilinder p en den schoen P w\jst de 
gezochte hoogte aan, die men op de staaf moet kunnen aflezen. 

§ 21. Om op den comparateur van Becker den afBtand te meten 
der platte vlakken, die, aan ien onderkant, den cilinder p en den 
schoen P raken, en loodrecht staan op de as der staaf, kan men als 
volgt te werk gaan. 

Aangenomen, dat de index van het schuifstuk volkomen juist met 
het nulpunt der verdeeling samenvalt, dan zij gesteld: 

de bedoelde afstand der raakvlakken aan den onderkant van den 
cilinder p en den schoen P gelijk aan A; 

de afstand van het ondervlak van den cilinder p tot aan het vlak, 
dat loodrecht staat op de as der staaf LP en den kop L dier staaf 
raakt, gelijk aan B; en icindelijk 

de lengte van eene hulpstaaf, die :±: 405 millimeter lang is, geljjk 
aan C"). 

Men legt de hulpstaaf en den hoogtemeter in elkanders verlengde 
op den comparateur; de hulpstaaf met het eene einde tegen den vas- 
ten dook en met het andere einde tegen het ondervlak P van den 
hoogtemeter; en men schuift den lossen dook tegen het boven vlak 
van den kop L. Zij hierb^ de door den comparateur aangewezen 
lengte C+J?+^ = a. 

Vervolgens verplaatst men de hulpstaaf van den comparateur op 
den hoogtemeter, die op den comparateur blijft liggen; men ver- 
schuift den lossen dook zoo ver, dat het eene einde van de hulp- 
staaf tegen den vasten dook, het andere einde tegen den cilinder P, 



') Hiervoor kan men gebruik maken van de schaifmaat voor de halve Hekto- 
liter-toniiemaat, waarvan, b^ genoemde lengte, de staven stevig tegen el&aar z^n 
geklemd. 

11* 
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en eindelijk de losse dook tegen den kop L van de staaf aandrukt; 
daarb\j zorg dragende, dat de index volmaakt juist met bet nulpunt 
samenvalt. Stel, men vindt op den comparateur aangewezen C'\'B:=.b; 
dan is, blijkens deze en de vorige gelijkbeid, de gezochte lengte 

^ = o + 5. 

§ 22. Bovenrands-peUmaat, Om de onder (6) bedoelde sommen 
van afstanden der punten A, C, E, L, N, C^, E, en L, , fig, 4, 
van den bovenrand der maat, tot het horizontaal vlak, dat door O 
gaat, te bepalen, kan men gebruik maken van eene peilmaat, als in 
fig. 13 is afgebeeld. Deze peilmaat verschilt met die van Dr. Stax- 
KART hoofdzakelijk hierin, dat de schuif aan een der uiteinden, in 
plaats van in het midden, der peilmaat is aangebracht. De schuif 
en het vr^e uiteinde loopen in stalen prismas a en c uit, wier 
scherpe kanten naar omlaag zijn gekeerd en in eikaars verlengde 
vallen; de middenpunten dezer scherpe kanten liggen 400 millimeter 
van elkaar. Midden tusschen a en c is een stalen cilinder b aan 
de peilmaat bevestigd, die iets langer is en iets minder breed, dan 
de opening F in het klemstuk, fig. 11. Indien de aanw^'zer op het 
schuifstuk met het nulpunt der verdeeling samenvalt, dan moeten de 
onderste punten van a, b en c in eene rechte lijn liggen. 

Wij merken hier op, dat de som der hoogten (Jf + ^,), fig. 4, in 
formule (6) gelijk is aan den afstand van het punt E tot de Hjn, 
die door de punten E, en O gaat. Want geven in fig. 14 de l^nen 
ËjX en Ey de afstanden aan van de punten E^ en E van fig. 4 
tot de horizontale lijn xy, die door O gaat, dan is E,x = ^| en 
Ey = JE^; trekt men nu de rechte lijn E^yj door O, dan is, omdat 
xO = Oy is, ookyy, =E,x = ^i, dus EiX + Ey = yy, + By = 
=L ^, {E, Dit betoog is niet volkomen juist , vermits de afstand 
van het punt E tot de lijn E|yi niet gelijk is aan de lijn Ey^, 
maar, zooals ook werkelijk door de peilmaat wordt aangewezen, ge- 
lijk aan de loodrecht op Eiy^ gerichte lijn Ey^. De afstanden der 
punten E, en E tot de lijn xy zyn echter zoo klein in vergelq- 
king met de lengte xy, — die overeenkomt met de lengte van de 
middellijn der maat — dat Ey, z= Eyj, en dus ook (^•f^j) = Ey, 
kan worden gesteld. De lengte Ey, wordt met de in fig. 13 afge- 
beelde peilmaat bepaald door den cilinder b, binnen de opening F 
van het klemstuk, fig. 11, op het midden der brug en de vaste 
stift c op den rand der maat te drukken, en tevens de beweegbare 
stift a tot op den bovenrand der maat te schuiven. 

Het is duidelijk, dat men de overige sommen , in formule (6) door 
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(^+Z;,), (C+^i) en (-^ + JV) voorgesteld, met dezelfde peilmaat 
kan vinden, en de vier peilen over het midden der brug, op den 
bovenrand der maat, gel^k staan met acht hoogten aan den wand. 

In woorden uitgedrukt beteekent dus formule (6), dat de middel- 
bare hoogte van de maat, gerekend tot aan het horizontaal vlak, dat 
door den voet van den st\jl gaat, wordt gevonden door bij de 
hoogte aan den stijl te voegen het een achtste gedeelte 
van de som der vier peilen op den bovenrand en het een 
tiende gedeelte van het verschil van de peil loodrecht 
op de brug met de peil in de richting der brug. 

§ 23, Bodems-peilmaaó, De peilen in formule (14) onder Z'^a{6A'd) 
bedoeld, zou men eveneens, elk paar «a,, «!««+., enz. bb„, enz. 
afzonderlijk kunnen bepalen, door peilmaten , ingericht als die, welke 
in lig. 13 is afgebeeld. Formule (14) laat echter toe, dat alle drie 
de peilmaten in één peilmaat worden vereenigd. 

Fig. 15 stelt de laatstbedoelde peilmaat voor; O en d zijn vaste 
stiften : d , , b | , a , , a en b stellen schuifstukken Voor. Ingevolge 
de waarden voor r en r, , in § 17 aangewezen, is Oa := Oa, =: 97, 
Ob = Ob, = 149,5 en — ingevolge de opmerking die onmiddel- 
lijk op (12) volgt— 0d = 0d, = i2~ 12,5 = 187,5 miüimeter. 

Wordt deze peilmaat met de stift d op den bodem der maat ge- 
plaatst, en vervolgens — aangenomen, dat de schuiven dj, b|, a^^ 
a en b ver genoeg zijn uitgehaald, — op den bodem gedrukt met 
de stif O vlak tegen den stijl, dan wijzen de schuiven de peilen en, 
hetgeen voor de beoordeeling eener maat van geen gering belang is, 
de oneffenheden van den bodem in eene doorsnede aan. 

In woorden uitgedrukt beteekent dus formule (15), dat de middel- 
bare hoogte van het bodemsegment wordt gevonden door de som 
van al de peilen te deelen door het aantal peilingen en 
van dit quotiënt het anderhalf tiende te nemen. 

§ 24. Opmerkingen, l'^. De peilen op den bodem kunnen niet 
volkomen nauwkeurig worden bepaald, omdat wij den voet van de 
middenstift der peilmaat niet op het binnen den styl gelegen punt 
O., fig. 4, kunnen drukken; wij moeten volstaan met de peilen te 
nemen rond den stijl, waardoor men nooit zeker is, dat al de raak- 
punten van de middenstift der peilmaat met den bodem in het 
horizontaal vlak liggen, dat door 0| gaat. M. i. kan men echter 
aannemen, dat genoemde raakpunten in een plat vlak liggen, en dat 
dus van twee middellijnig overgestelde raakpunten der peilmaat rond 
den stijl met den bodem ,* indien de peilmaat tegen den stijl wordt 
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gedrukt, het eene raakpant even veel bovea als het andere onder 
bedoeld horizontaal vlak ligt. Dit aangenomen zijnde, is het duide- 
lijk, dat, indien men in eenige richting een peiling neemt aan eiken 
kant van den stijl, het gemiddelde dezer peilingen de juiste peiling 
in die richting zal doen kennen. Men honde hierbij in het oog , dat 
de hierboven gegeven beteekenis van formule (14) geldig blijft, hetzij 
men de peilingen al of niet aan weerskanten van den stijl neemt. 

Daar evenwel, bij goed geconstrueerde maten, het verschil in 
hoogte van de punten, die aan den voet ter weerszijde van den stijl 
liggen , met betrekking tot het horizontaal vlak, dat door O , , fi^. 4, 
gaat, hoogst gering is, zal men in het algemeen, in elke richting, 
met éene peiling tegen den stijl kunnen volstaan. 

2*. Noemt men, overeenkomstig de opmerking in f 18, eene peil 
op den bodem of op den bovenrand positief, wanneer daarbij de 
stift a, fig. 13, boven de lijn bc ligt, en dus negatief, indien zij 
onder die lijn ligt, dan wordt blijkens (6) en (15) de middelbare 
hoogte der maat voorgesteld door 

+ 0,l{(^+i?i)-(^ + iV)} -0,15.i2(a + & + c) . . . (16) 

f. Toepassing, 

{25. De voorgaande theorie is gemakkelijk toe te passen, zoo 
wel wanneer standaards-nauwkeurigheid bij de inhoudsbepaling der 
maat wordt verlangd, als in het geval, dat men met eene minder 
nauwkeurige inhoudsopgaaf kan volstaan. 

Bij eene standaards-nauwkeurige opmeting der maat b. v. kan men, 
ter bepaling van de middelbare middellijn, in elk der horizontale 
doorsneden op y»g, j\, y*g^, /^, ^»g, |«, |f en jj van de hoogte 
der maat, acht middellijnen meten, de hoogte H van den stijl uit 
vier irietingen (twee aan eiken kant van den stijl) bepalen, de 
peilen op den bodem, in elke der vier of acht richtingen, telkens 
ter weerszode van den stijl nemen, en verder gebruik maken van 
de formulen (3), (7) of (8) en (14). 

§ 26. Wordt echter — zooals meestal het geval is — geen zoo 
groote nauwkeurigheid bij de inhoudsbepaling der inaat verlangd, 
dan kan men, bij eene vrij regelmatig geconstrueerde inaat, met 
mindet middellijnen en het toepassen van de formulen (4) "— des 
noods Vfttt fotrriille (3) — (6) eü (15) volstaan. 

Het komt on^ voldoende voor, alléén het laatste geval nadëi* uit 



UI 

te werken, en dus de methode te beschrijven, die men, in het alge- 
meen genomen, te rolgen heeft bij de verificatie van een vrij re- 
gelmatig geconstrueerde hahe Hektoliter-graanmaat , die voor gewone 
meting is bestemd. — . Het zal gemakkelijk zijn in te zien, dat de 
omstandigheden het noodzakelijk kunnen maken, eenige afmetingen 
meer te nemen, dan hieronder wordt voorgesteld; of van dien aard 
kunnen wezen, dat men met minder afmetingen kan volstaan; ons 
doel is slechts den regel te geven, die het meest zal te pas komen. 
Het klemstuk, fig. 11, wordt, bij het begin der meetkundige veri- 
ficatie der maat, met de opening vlak boven de as van den stijl, 
op de brug geklemd en blijft op die plaats, tot de geheele meetkun- 
dige verificatie der maat is afgeloopen. 

Het raam, fig. 10, wordt in de maat gehangen met den cilinder 
b binnen de opening F van het klemstuk, en de stijl wordt binnen 
de opening f van het raam opgesloten; alsdan zijn de middellijnen 
der maat spoedig in de juiste richting — aangewezen door de krijt- 
strepen, die op den bovenrand der maat zijn geplaatst, — en op de 
bepaalde hoogte — door de bovenvlakken der blokjes aangeduid — 
te meten. 

Schr\)>ervan dit opstel heeft zich een middellijn-meter aangeschaft, 
die uitsluitend is bestemd voor de meting vau halve Hektoliter- 
graanmaten. Er is slechts één schuifstuk bij aanwezig, en dit wordt, 
door eene veer, van zelf uitgeschoven. Deze middellijnmeter heeft 
eenige voordeden boven die uit de doos van Boüeje; vooreerst toch 
vervalt de onzekerheid, die , — zoowel bij de verificatie van den mid- 
dellijnmeter op den comparateur, als bij het gebruik er van bij de 
opmeting der maat, — voortvloeit uit het al of niet samenvallen der 
aanwijzende strepen aan de achterzijde van de staaf; en ten tweede 
wordt het schuifstuk door de veer van zelf tegen den binnenwand 
der maat gedrukt, waardoor en het terugspringen van het schuifstuk 
wordt voorkomen — dat soms onder het meten plaats heeft, indien 
men dit stuk niet blijft vasthouden, — en de maat in hellenden 
stand kan worden gebracht, om meer licht op de verdeeling te laten 
vallen. 

De gemiddelde middellijn wordt dus gevonden door in elk der 
vlakken op ^, j'^, ^, ^ en ^ der hoogte van de maat vier, 
dus in het geheel twintig, middellonen te meten, en hare som door 
20 te deelen. Er zullen slechts weinig goede graanmaten worden 
aangetroffen, wier gemiddelde middellijn meer dan 2 millimeter van 
de voorgeschreven middellijn verschilt; op deze maten is dan nog 
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formule (4), nl. k:=z2m, van toepassing. Bedraagt bedoeld rerscliil 
meer dan 2 millimeter, dan dient men van formule (3) gebruik te maken. 
By elke maat moet de hoogte van den stijl ter weerszijde hiervan 
worden gemeten; bij elke meting wordt de hoogtemeter, fig. 12, 
tegen den st^l aangehouden, met den voet op den bodem, terwijl 
de cilinder p, die aan het schuifstuk is bevestigd, binnen de opening 
van het klemstuk, fig. 11, tot op de brug wordt geschoven; de 
helft van de som der twee aldus gemeten hoogten geeft de in for- 
mule (16) bedoelde hoogte ff aan. 

De invloed van de golvingen van den bovenrand op de middel- 
bare hoogte der maat wordt uit vier peilingen op de brug bere- 
kend, wier richtingen elkaar opvolgend onder een hoek van 45^ snij- 
den, en waarvan er een met de richting der brug samenvalt. 

De oneffenheden van den bodem worden uit vier peilingen op den 
bodem opgemaakt; z^ worden genomen rond den styl, gemakshalve 
in de zelfde richtingen, waarin de peilmaat op de brug wordt ge- 
plaatst. Blijkt het echter, uit de hoogtemetingen aan den stigl, dat 
de bodem in de onmiddellijke nabijheid van den st\jl niet horizon- 
taal is, dan dient men acht peilingen op den bodem te nemen, 
en wel twee in elke richting, doch ter weerszijde van den stijl. 

Indien men van al de boven bedoelde afmetingen en peilingen 

de noodige aanteekeningen heeft gemaakt, dan wordt daaruit, blijkens 

de formulen (3), (4) en (16), de volgende fout der maat berekend, als 

m het verschil voorstelt van de gemiddelde middellign met de 

voorgeschreven middelli|jn, en niet grooter is dan 2, 
k het verschil van de gemiddelde hoogte H aan den stijl met 

de wettige hoogte der maat, 
e de peil op de brug in de richting EE|, fig. 4, 
a de peil op de brug in de richting AN, 
{l'\-c) de som der peilen op de brug in de richtingen LL| en CC|, 
P de som van al de peilen op den bodem in de richtingen ecp 

cc, , an en I| I, en 
n het aantal peilingen op den bodem; 
dan is de maat te hoog 

2»» + A+ J(a + ;-f-e-f-c) + 0,l(tf-a)-0,15.ip. 

Als onder overigens dezelfde gegevens, m grooter is dan 3, dan 
is de maat te hoog 



m 



1 2 - ^^-^ l + /* -h 1 (a -f- Z + « + c) -I- , 1 (i? - «) - , 1 5 . i P. 
l 400 J " » 



169 

I 27. Opmerking. De voorgaande theorie is eveu gemakkelijk 
toe te passen bij de opmeting eener halve Hektoliter-oliemaat. 

Hierbij vervallen natuurlijk de golvingen in den bovenrand, om- 
dat het bovenvlak van de in de maat gestorte olie steeds een hori- 
zontaal vlak vormt. De middelbare hoogte der maat wordt dus ge- 
vonden door de hoogte aan den styl te verminderen met de middel- 
bare hoogte van het bodemsegment. 

De hoogte aan den stijjl kan 'met den hoogtemeter van fig. 12 worden 
bepaald, terwijl men de middelbare hoogte van het bodemsegment 
kan vinden door gebruik te maken van eene peilmaat, als die, welke 
in fig. 15 is afgebeeld, doch waarvan de afstanden Oa, Ob en Od 
ongeveer j^| maal langer zijn dan de overeenkomende afstanden bij 
de peilmaat voor de halve Hektoliterrgraanmaat. 

g. AcuUeekeningen, 

N®. 1. Zq in fig. 3 nrp een cirkelboog, O, het middelpunt, 
^sOin=i« en £.pOi8=i|3. Verdeelen wij boog ps in een on- 
eindig aantal x onderling gel^ke deelen, en z\f boog qr een dezer 
deelen; dan is de hoek, die door dit boogdeel wordt gemeten, gelijk 



aan - 

X 



Nemen wij den hoek qO,r als eenheid van hoeken aan, en stellen 
w^, dat deze hoek n maal in den hoek rO, s is begrepen; zij verder 
de lijn O, r, , d. i. de cosinus van den hoek rO| n, gelyk aan y; en 
zij de straal van den cirkel, waarvan de boog nrp een deel is, gelijk 

aan één; dan isy=:Cfe»<a + ».-J* 

Hoe meer hierin n ioi x nadert , des te kleiner wordt y. Van den 
hoek qO|n, die ééne eenheid van hoeken grooter is dan de hoek 
rO|n, is de cosinus kleiner dan die van den hoek rOjU. Het 
verschil der cosinussen van deze hoeken wordt in fig. 3 door de lijn 
q^ri aangewezen; stellen wij q,r| = ;?, dan is 

z=z Co9 { tt + »-\co8^ -8in^.Sin(» + » -V 
\ xj X X \ xj 

Daar x oneindig groot is, is Cb«~=:l, en de sinus van den 

X 



170 

Q 

hoek - gelijk luan den boog , waardoor die hoek wordt gemeten , d. i. 

X 

& 
gelijk aan boog -, zoodat wij hebben 

y -z -zz. Co8 ( « + » - 1 . Sin l a -f » - J > 

en daar y z=i Cos (« + «-) is , zoo is ook 

X \ x; 

Stellen wij in deze uitdrukking opvolgend « = 1, « = 2, ènz. 
tot » = ^, dan geven de overeenkomende waarden van z opvolgend 

de verschillen aan van de cosinussen der hoeken ( a + - | en 

a, |a+2-j en («+-), enz. Het is ligt in te zien, dat de som 

van al deze verschillen, d. i. de som der termen van de reeks, die 
men verkrijgt door in de uitdrukking voor z opvolgend « = 1 , 
7^ = 2 , enz. tot n -ziz x te stellen , gelijk is aan het verschil der 
cosinussen van de hoeken (P + a) en «; zoodat wij hebben 

= Co8x — Co9{a, -^ fi), 
en dus 

•= - {Co8x-Co8(a + p)^. 

N®. 2. Van een afgeknot rechthoekig prisma, fig. 9, zijn het grond- 
vlak klmn, het boven vlak KL MN en de zijvlakken KL Ik en 
NMmn trapezia, terwijl de zijvlakken KXnk en LMml rechthoe- 
ken zijn. Indien nu Kk = Nn = iT, LI =: Mm -=: L, kn = k, 
\m =z l, en de afstand der evenwijdige lijnen kn =. lm zz: a wordt 
gesteld, vraagt men den inhoud / van het prisma in de gegevens 
uit te drukken. 

Oplo88ing, Nemen wij, het lichaam als prismoide beschouwende, 
het vlak KNnk als grondvlak aan, dan is 

I—\a{K.h\LA\\:\{K\L).\{h\l)\, 

of /= Ja{(2^4Z)i:+(2Z+*)Z}. 
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1. «^"'—1 deelbaar door j», indien p een priemgetal en a willekeu- 
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{Ferwlg van Deel F, hlz. 186.) 



§ 10. Verandering der eletnenten van de sÜngeringsellipaen ten 
opzichte van andere dan de symmetrieassen, 

51. (Vervolg van n**. 32). In n*». 32, waar men lezen moet 

yi'^=!fiOo84f-WiSinj^, 
• • • • 

en |(a?i*+y/'*) in plaats van ay,>-}-y^i in de vergelijking ter vor* 

ming van de karakteristieke functie, vonden wij uit de storings- 
functie Si de dififerentiaa) vergelijkingen voor de gestoorde elementen 
van de trillingsellips van den daar beschouwden staaf ten opzichte van 
de ar, y- assen (zie n'. 32) 

da^ 
dt 



• =-2 V««(*~«,)(r CosT.-- ISinT^), 



{p-q) Sin 2 J/ 

^= iy— • 

Op bladz. 69 van mijne dissertatie ') heb ik aangetoond , dat deze 
bewegingsverschijnselen als in het meer eenvoudige geval, dat de ar', 
y' en ar, y-assen samenvallen, zich laten terug brengen tot mijne in 



*) Nieuwe bewijzen voor de aswenieling der aarden Groningen J. B. Woltcri. 
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Hoofdstuk II uitvoerig beschrevene figuren. De integralen van n°. 32 
eijn dus slechts schijnbaar elliptische. Inderdaad levert de substitutie 

T^ = T,^Z,, SmZ,= —^ CoBZ. = —^[m) 
tegelijk met (100) 

^^ ^ '^^ \/«(i-«') 

Deze zyn in vorm dezelfde als (107) en (108), en voeren nu — als 
in n'. 18, wanneer men er op let, dat in n*. 18 steeds gebruik 
werd gemaakt van de tweede van (101), die nu niet meer geldt, — tot 
de integralen 

1 - 2«' = \/a?«*+'.c7o«£'+^«4''./Sï»g'.a?«2(2),+y),| 

2V«'(l-«')ro«r; = ^f'.;Sïa2(D, + y), j 

waar «'en i' standvastigen zijn, en in de formulen (110), (115) ter 

bepaling van Z), en 4^ moet worden genomen \l'^\y^ in plaats 
van y, en q"—p' in plaats van q—p» 

Dus is ^,ZL. = - Cotg \\ O < +' < 180^ 

2V^» + y* 

en 2),=|V(y"-y)M4(^* + y«)^. 

Stelt men in plaats van de linksche leden respectievelijk Co9^J!.Co9^x 
en ^n%X!,Coa2x\ dan geven X en ;^' ligging en vorm van eene 
ellips aan, die ten opzichte van de x^ y-assen eene van de in Hoofd- 
stuk II beschreven klassen van verandering doorloopt. Deze veran- 
derlijke ellips is nu wel niet de werkelijke trillingsellips van den 
staaf, maar zij staat er mede in een eenvoudig verband; want a', 
d. w. z. de verhouding der amplitaden van de trillingen volgens de 
» en y-as, waarin men beide ellipsen ontbinden kan, is voor beide 
ellipsen dezelfde; terwijl er tusschen T^ en T^, de phasenverschillen 
dier samenstellende trillingsparen , een standvastig verschil bestaat. 
Men verkrijgt dus den trillingsvorm van den staaf uit de elliptische 
trillingen, behoorende tot eene der klassen van Hoofdstuk II, door deze 
telkens volgens de r, y-assen te ontbinden en na de verandering van 
hun phasenverschil om eene zekere standvastige grootheid weder sa- 
men te stellen; of, aanschouwelijker uitgedrukt, door die trilliings- 
ellips telkens nog gedurende een zekeren standvastigen tqd de he- 
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kende veranderingen van Lissajous , ten opzichte van de x , y-assett 
te laten ondergaan. 

53. Op eene andere wijze kan men echter de differentiaalvergelij- 
kingen (221) omvormen tot vergelijkingen, die geheel denzelfden 
vorm en beteekenis als (107) en (108J, maar ten opzichte van een 
ander coördinatenstelsel hebben. 

Daartoe voere men nieuwe coördinaten ^/', jj/' in, met a?, , yi 
verbonden door 

%i" =-Xi Cos^i^'-y iSin^Hy >j/':=:y, 0?«4'D + A|^t»»|/D> • • (225) 
en brenge ^/' en m," in den vorm 

? , " = yj'ih'il-a') Sinp t"\ yi/'=\] W7Sin [p' if" + fl) . (226) 

zoodat de elementen a en 6 ten opzicht* van de |/', ij /'-assen in 
plaats van a! en T^ ten opzichte van de x, y-assen komen. 

Vergelijkt men de karakteristieke functie voor de ongestoorde be- 
weging in u'. 32 met n°. 16, dan blijkt 

Xi = - yJIik^lt^Sinpt' en y, = -rr>j2a^Smft" 

Jr X 

te zijn; verwaarloost men verder als vroeger het verschil p'^q"^ 
wanneer dit niet met eene steeds aangroeiende grootheid vermenig- 

vuldigd is, stelt men -jr = A', en let men op (100), zoo volgt door 

substitutie in (225), daar nu q" t" - p' t' z=. T^ is, voor de grootheden 
in (226) 

p'i^" = p't''-f, p'r'^-^=Lp'1f-'g, 

Dus is 

a'=(l - x')Shr' J/D + » Cos^ ^o^-Sin 24/n .CosT^, \J ci!{\ - u!\ (227) 
en 

2 yj a\\'a')Co8^ =(\-2ci)Sin^yi-\-'iyJ ce!{\-a!)Cos2^ii.Co8T^, (228) 

Door (227) te differentieeren en gebruik te maken van de waarden 
voor - en -—, die onmiddellijk uit (221) volgen, vindt men 
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(229) 

De laatste tenn ralt weg, wanneer wij de nieuwe assen zoo kie- 
zen, dat 

Sin^^v, = ^^ — r ^fl^2»^D=- ^—^ . (230) 

In plaats van (108) kan men ook met (109) en (107) als tweede 
differentiaalvergelijking ter bepaling van mijne in Hoofdstak II be- 
schreven bewegings verschijnselen, onmiddellijk opstellen 

l^^^iïHg?^?^'=(,-^)V?(^ . . (231) 

De hiermede overeenkomstige vergelgking in af en d nemen wij 
evenzoo als tweede dÜferentiaalvergelijking ter bepaling van deze 
elementen in plaats van die, ontleend aan de onmiddellijke differen- 
tiatie van d« De afleiding er van wordt vereenvoudigd door de op- 
merking, dat ^ a!{\''at!)SinT^ en V(l-"«')<*'^^ö ^^^ hoek ;^ voor 
dezelfde ellips bepalen, en dus eene van de keuze van het coördina- 
tenstelsel onafhankelijke beteekenis hebben, zoodat 

d[\l{\-a')a^Sin^) _ dj^ (l- x')»' SinT^) _ 
dt ~ dt ~ 

= (1-2«')H \l{\-ci')a!C08T,fq"-^p'), 
of met (230) en (228), stellende 

w, = V4P + (/'-/)*, (232) 



d^\\r~a)a Sin^ .-77- —^ ^ 

-ï-i — TT- =W4V«(l~«)Cb«d. 

dt 

d(t t ' ^ 

Met -^ = -27 Va'(l-a')(7o*ö, 

waar (229) door de bizondere keuze der ^/' en 9}/' assen in over- 
gaat, bepaalt deze vergelijking a' en d geheel zoo, als de overeen- 
komstige et en Tg door (107) en (231) bepaald worden. Alleen is 
de standvastige 10 ^ in plaats van q'-jl getreden. De betrek- 
kelijke bewegingsverschijnselen van den staaf behooren 
dus ook in het meer algemeene geval, dat de hoofdrich- 
tingen van de massaverdeeling en van de veerkracht niet 
samenvallen, tot de in Hoofdstuk II beschrevene, en 
hunne symmetrieassen zijn de ^", )}"-assen. Zg kunnen du^, X de 
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afvtrijking van de grooie as der slingeringsellips van de $-as, in den 
zin naar de if-as noemende, worden voorgesteld door 

Cö82X.Co82x =l-2« = Coas . yjOs^ + JS^ne . Sinif.Co82{D, -|-5), 1 

waar ^ =:-Oot^^, 0<>K180», 

ü y 

Vat men deze uitkomst samen met die van n®. 51; dan komt 
men tot de volgende opmerkelijke eigenschap van mijne bewegin^s- 
verschijnselen. 

Wanneer men de opvolgend in elkaar overgaande 
ellipsen van eene groep telkens nog gedurende een 
zelfden tijd de bekende veranderingen van Lissajotjs 
ten opzichte van hare symmetrieassen laat doorloopen, 
zoo verkrijgt men de opeenvolgende trillingsvormcn van 
eene nieuwe groep dier zelfde bewegingsverschijnselen, 
waarvan de symmetrieassen met de oorspronkelijke een 
zekeren hoek insluiten. 

De periode dier nieuwe groep is gelijk aan die der oorspronkelijke, 
zooals ook volgt uit de waarden voor 2), opgegeven bij (224) en (233). 

Verder volgt uit (230), (232) en de waarden voor \ en ^\ bij 
(224) en (233) opgegeven, 

en met (222) 

Drukt men dan uit, dat 

1 -2«' = (l-2a')(7o»24/D + 2 Va'(l-«')C'o«ö.^»2 4/„, 

— welke met (227) overeenkomende vergelijking uit (227) en (228), 
maar trouwens ook uit (225) en (101) onmiddelijk volgt, — zoo 
verkrijgt men door (224) en (233) in te voeren uit 

€o86\ Co8 4^' + Sin e'. Sin y. Co8 2 (D , + ^ ) = Cos e . Co8 +. Co8 2 4^0 + 

+ ^n€.^n^ .Co82^Ji.Co8^B , + l)\Sins.Sin2 (2), + 5). Sin%^^ , 

en lettende op O < f < 180** en O <g' < 1 80**, 

(volgens n^ 19) de opni erkelijke uitkomst 



B=iB\ 



{lindelij k volgt uit deze zelfde vergelijking 

12 
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waardoor ook y bepaald is» en alle grootheden in (234), en dus in 
't algemeen de standTastigen voor andere dan de symmetrieassea, 
uitgedrukt zijn in die, welke voor de laatste gelden. 

53. Voor een helder inzicht in de behandelde bewegingsversohija- 
selen is het van belang , zicb nog op twee w\jzen rekenschap te geven 
van de uitkomst van n°. 52. 

In de eerste plaats kan men reeds terstond de nieuwe coördinaten 
5,' en )j/' in de karakteristieke functie invoeren en daarbij i|/d voor- 
loopig onbepaald laten. De karakteristieke functie wordt, weder 
uitgaande van de keuze V| gel^k aan 1, — waardoor f9 ^, tot op 
eene kleine grootheid van de eerste orde, gelijk aan 1, en 

wordt, — tot op grootheden van de tweede orde nauwkeurig voorge- 
steld door j^-fiSj— X, wanneer 

;?"*=/» O)** 4^0 + -?'* iSiV 4'D-i(;?-?)>Sï» 2 4*. 5Ï»24'D, 
y'"*=;?'«5ï»»4'D + ?'*aw'+D+Hi'-?)'®^»24*.^«2+D, 

2r = (/>-^'*)A»24/o + (^-£)^»è4/.Co«24.D, 

waar het verschil der standvastigen a en 5 van 1 en van p" en g'" 
onderling, zoowel als c en r kleine grootheden van de eerste orde 

zyn. De substitutie //„*=»}/' ^b en j»,, ^= ^/' \/«^doet de karak- 
teristieke functie van de ongestoorde beweging, JS, overgaan in die 

van Hoofdstuk II, stellende »n = — en 0},=.^^—-, Deze sub- 

a " o 

stitutie heeft geen merkbaren invloed op den voi'm detr gevonden 

slingeringskrommen, en in de storitigsfunctie kan men eenvoudig 

^t=zxn en Ml =^11 stellen, zoodat 
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Deze storingsfiinctie wordt tot di« van Hoofdstnk II teruggebracht, 
wanneer men 4^d ^^^ kiest, dat de invloed van de ^wee eerste ter- 
men, die met de integralen (93) in 

overgaan, , verwaarloosd kan worden. Daar zoowel van 2 Cosp^^t ,Co%q^yi!' 
als van ^^np^^t'.Sinq^^t* slechts Co8T^=. Co8{qy^if'—py^t') voor de 
merkbare verandering in aanmerking genomen behoeft te worden, 
komt dit neer op 

waaruit, b^ verwaarloozing van kleine grootheden van hoogere orde, 

volgt 

{p-q)8in^^ _ ( jp-g)^ »2 J. _ 

terwijl dan 

= (y"-y)a>j2J/D + 2/Sf»2+D=V(/'-~y)* + 4^*=»o . (237) 

wordt; beide uitkomsten stemmen overeen met (230) en (232). 

In de tweede plaats merke men op, dat de beweging bij deze 
keuze der coordinatenassen , — wanneer men afziet van hunne draaiing 
en van den onmerkbaren invloed der storingsfunctie 8^ , — geheel door 
E (zie (23é)) bepaald wordt; de ongestoorde beweging is dus samen- 
gesteld uit twee trillingen in de loodrecht op elkaar staande assen 
der ^/' en m/'. Wanneer men niet opmerkt, dat /S, in B\8^ 
mag verwaarloosd worden, zoo zou men tot de gevolgtrekking ko- 
men, dat, zooals ook in 't algemeen het geval is, de ongestoorde 
triUingsvorm van den staaf samengesteld is uit twee enkelvoudige 
trillingen, die een scheeven hoek met elkaar maken. Im- 
mers men kan dan slechts door de invoering van scheefhoekige coör- 
dinaten E\8^ den vorm B doen aannemen. Wil men die coördi- 
naten terstond by de vorming van B\8^ uit T—U^*^ invoeren, 

12* 
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dan ziet men, dat de scheef hoekige coördinatenassen geconjugeerde 
diameters, zoowel van de ellips a?i * + W| y , *, als van de ellips y * j-,. - + 
+ /l^,' +(j?-^)/SiM»24'i»<yi , moeten zijn. 

In ons geval wijken die ellipsen slechts onmerkbaar van cirkels af. 
Terwijl dus de hoek van een van deze scheefhoekige assen met de 
overeenkomstige oorspronkelijke eene willekeurige waarde aan kan 
nemen, zal de hoek van beide scheefhoekige assen onderling steeds 
slechts onmerkbaar van 90** afwyken. Hierin ligt de onmiddellijke ver- 
klaring van de uitkomsten van n°. 52, ten opzichte van de bewe- 
gingsverschijnselen van den staaf; ter verklaring van de proeven van 
PoüCAüLT over de trillende staven, wier uiteinde op een draaiende 
as bevestigd is, had dus in { 1 van dit Hoofdstuk terstond het 
algemeene geval, dat zoowel onregelmatigheden in de verdeeling der 
massa's als der veerkracht voorkomen, behandeld, en de symmetrie- 
assen der ongestoorde beweging in dit geval als ar, f/-stelsel gekozen 
kunnen worden. 

§ 11. Vermijding der afwijkingen by de slingerproef van Foücault 
door de draaiing van het ophangpunt, (Toepassing van § 3). 

54. In de uitgave van de werken van Foücault, bezorgd door 
Be&tramd en Gariel, die eerst nadat mijn opstel ter perse gezonden 
was , verscheen , wordt een verband tusschen de proeven van Foücault 
over de trillende staven en de afwijkingen bij zijne slingerproevea 
opgemerkt. ^/Voyez maintenant a quoi se reduit l'influence du fil 
d*acier qui supportait la masse suspendue sous Ie dome du Pantheon. 
En supposant que ce fil ait en quelque part aux déformations ellip- 
iiques qu'on observait quelquefois dans les oscillations de ce vaste 
pendule ... on aurait pu l'éliminer complétement en faisant toumer 
Ie point d'attache comme dans Texpérience de la verge vibrante. 
Ainsi se trouve justifiée malgré sa forme paradoxale, l'assertion que 
nous avons émise au début de eet article, a savoir, que la rotation 
du point de suspension , loin de porter obstacle a Texpérience du pen- 
dule, pourrait dans Ie cas ëchéant offrir uue demière ressource pour 
lutter victorieusement contre les inüuences perturbatrices d'un fil 
réagissant par défaut de symmetrie ou d*horaogénéité." 

De beteekenis van deze opmerking wordt eerst geheel duidelijk 
door onze ontwikkelingen; immers het in § 3 door ons behandelde 
geval is hier onmiddellijk toepasselijk, wanneer men een cardaniscli 
opgehangen slinger met draaiend ophangpunt (d. i. draaiend beneden- 
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mes bij deii door m^ gebruikten slinger) beschouwt. De draaiings- 

suelhüid van den ophangtoestel om de verticaal van het ophangpunt 

dp ^ dp 

en ten opzichte van de aarde is dan ~. Naarmate meu ~ grooter 

at at 

maakt ten opzichte van >/„ (de ontbondene van de draaiingssnelheid 

der aarde volgens diezelfde verticaal) wordt 4^, en dus de vormveran- 

deriag der slingerbanen, kleiner. Men nadert dus meer en meer tot 

het geval van eene onveranderlijke en met standvastige snelheid 

draaiende ellips, zooals men die bij den enkelvoudigen slinger zou 

verwachten. Die draaiingssnelheid zelve gaat echter in de- 

zelfde mate af w ij ken van de draaiingssnelheid — ^-^ — y„ , die 

men bij den cardanisch opgehangen slinger met rustend ophangpunt 
en 4^ =1 O , waar zou nemen. Immers ten opzichte van de draaiende 

assen (bepaald door p) wordt zij y" zr: ■■ ( y» + ^ ) ^^ ^^ 

ten opzichte van in de aarde vaste assen 

u_dp^_ ^P-E _ R dl 
^ dt~ 2F ^^ ^JPdt' 

waarvan de laatste term meer invloed krygt, naarmate — grooter 

dt 

wordt. Deze laatste grootheid moet echter steeds van de orde van 
y, blijven, wanneer de vorige redeneeringen zullen gelden. 



ZINSTORENDE ERRATA. 

Dce] V, p. 58 en 135. 



Dl. Y,p. 61, reg. 11 ¥.a, moet wordeo toegevoegd: terwijl zy voor het in rnst 
gedachte coördinatenstelsel uit (1) met weglating van C f- ) b\j de 
kmehtontbondenen moeten worden geëlimineerd. 

p. 65, form. (19), lees Xi in plaats van Ti. 

p. 65 en 66, form. (22) tot form. (28), moet p" in plaats van p staan. 

p. 67, «de H van het stelsel" carsiveeien. 

p. 78, form. (65), in den tweeden term van 't eerste lid D in plaats van D. 

p. 79, Toor een cardanisch enz., te lezen als volgt: 

Voor een cardanisch opgehangen slinger en ook voor een stelsel 
van stoffel^ke ponten, gehonden aan een vlak, maar vrQ daarin 
bewegelijk, znlien w\j echter in Hoofdstuk III zien, dat het niet 
nul is, maar de levende kracht, wanneer het stelsel met de ont- 
bondene van de draaiiogssnelheid van het coördinateBstelsel volgens 
de as, om welke het stoffelijk stelsel niet draaien kan, om deze as 
bewoog. 

p. 84, reg. S v. o., achter (1) te lezen: met weglating van de C »- ) bij de 
krachtontbondenen, d. i, toegepast op een rnstend coördinatenstelsel. 

p. 85, lees (68*) voor (68). 

p. 88, reg. 12 en 18 v. b., lees aehter (1): met weglating van C»-) fa^ 
de krachtontbondenen. 

p. 90, reg. 12 v.b., lees (68*) voor (68). 

p. 97, reg. 6 T.b., lees h — 2aQ in den noemer van den laatstem term. 

p. 136, reg. 18 v. o., lees j-v in plaats van «. 

p. 137, reg. 13 v.o., lees 22* in plaats van T. 

p. 138, reg. 17 v.o., lees jfi'zzzyi Cosyp-^ xgSini^, 

p. 138, reg. 11 v.o., r, in plaats van v, 

p. 138, reg. 7 v.o., \{x t* -\-y i"^) in plaats van i<* + yi*. 

p. 189, reg. 1 v.b., 5^ in plaats van 8» 

p. 145, reg. 18, 15 en 4 v.o., lees X^ in plaats van t^, 

p. 147, reg. 7 v. o., lees 5, in plaats van 8, 

p. 149, reg. 10 v.b., lees ^q in plaats van q, 

p. 167, reg. 14 v.b., lees oneindig klein, in plaats van oneindig. 

p. 185, reg, 10 v. b., l^ in plaats van J?». 



OVER DE VERGELIJKING DER DOOR DRIE GEGEVEN 
RICHTLIJNEN BEPAALDE HVPERBOLOÏDE , IN VER- 
BAND MET HET EVENWICHT VAN VIER 
KRACHTEN IN DE RUIMTE, 
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F. J. VAW DEX BERG. 



De hieronder volgende beschouwingen kwamen aanvankelijk voor als 
bijlage of aanteekening achter de vroeger (op bladz. 67-97) medegedeelde 
oplossing van het vraagstuk over den evenwichtstand van een op drie 
hellende vlakken rustenden driehoek; maar worden thans, om aan die 
oplossing geene al te groote uitbreiding te geven , afzonderlijk geplaatst. 
Ofschoon ik na het opstellen daarvan ontwaarde, dat de stelling der 
volgens de beschrijvende lijnen eener hyperboloïde werkende vier 
krachten in evenwicht afkomstig is van A. F. Möbius, waaromtrent 
men kan raadplegen zyn Lekrbuch der Statu, 1837, !•' Theil, 
Seite 113, 177 — 178, 184 — 190, en zijne verhandelingen inCBELLE's 
Journal för die Mathemaüky 10«' Bd., 1833, üeber eine èesondere 
Art dwder FerhdUnme ztoischen Meuren im Baume, Seite 336, 
stelling XXI, en Seite 341, n*. 24, en in idem, 18«'Bd., 1838, 
Uéber die Zusammenêetzung unendlich kleiner Drehungeny Seite 206; 
terwijl diezelfde stelling ook voorkomt bijv, in Dr. W. Sghell, 
Theorie der Bewegung und der Krafte, 1870, 4«' Theil, VIII Cap., 
§ 1, Seite 630 — 632, en in I. Todhunteb, A treatise on analytical 
staties, 4**» Ed., 1874, pag. 380, n^ 2; is toch de hier volgende, 
onveranderd aangehouden behandelingswijze, althans voor het grootste 
gedeelte, eene andere dan die men op de aangehaalde plaatsen aantreft. 
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Omdat het bij de opbssing van het vraagstuk van den driehoek 
aankomt op het evenwicht van een stelsel van juist vier krachten in 
de ruimte, namelijk het gewicht van den gegeven driehoek en de 
reaotien van de drie gegeven ondersteuningsvlakken , zou men daarbij 
ook kunnen uitgaan van eene wellicht elders reeds opgemerkte , maar 
althans in de meest gebruikelijke werken over mechanica naar het 
sch^nt niet voorkomende stelling; namel^'k deze, dat de richtingslijjnen 
van vier krachten in evenwicht beschrijvende l^nen zijn van een 
zelfde stelsel eener hyperboloïde. 

Omtrent deze stelling en sommige daarmede samenhangende pun- 
ten moge hier in eenige ontwikkeling getreden worden, zij het ook 
dat men door toepassing daarvan op het genoemde vraagstuk zou 
worden teruggevoerd tot de aldaar voor de analytische o^ossing o. a. 
gebezigde vergelijkingen (6). 

Heeft men in de eerste plaats te doen met een willekeurig aantal 
krachten in evenwicht, dan tan men hare aangr^'pingspunten ver- 
plaatsen naar hare snijpunten met een willekeurig plat vlak, en iedere 
kracht in dat sn^punt ontbinden in twee andere, waarvan de eerste 
gaat door een zelfde willekeurig aangenomen punt buiten het vlak, 
terwijl de tweede in het vlak zelf werkt. Op die wijze wordt het 
gegeven stelsel in evenwicht vervangen door twee stelsels , het eene 
bestaande uit krachten door een zelfde punt, het andere uit krachten 
in een zelfde vlak; en ieder van deze gedeeltel^ke stelsels voor zich 
moet in evenwicht z\jn, daar zij anders resultanten zouden opleveren 
die, omdat het punt buiten het vlak genomen is, te samen niet aan 
het voor het geheele stelsel vereischte evenwicht zouden kunnen 
voldoen 

Neemt men meer in het bizonder voor het punt buiten het vlak 
een willekeurig punt van eene der krachten, zoodat deze zelve hare 
door het punt gaande of eerste ontbondene wordt , en geene ontbon- 
dene in het vlak oplevert; dan moeten in dit geval o. a. de in het 
vlak werkende ontbondenen van de overige krachten onderling even- 
wicht maken. 

En past men deze uitkomst nu toe op het geval van een stelsel 
van slechts vier krachten, dan moeten de op deze wijze in het vlak 
verkregen ontbondenen van drie der krachten naar willekeur voor 
het evenwicht door één zelfde punt gaan; en dus de door drie 
krachten en door een willekenrig punt van de vierde te brengen 
vlakken door eene zelfde l^n; dat is, iedere kracht moet al derge- 
lijke op de drie overige krachten rustende lijnen snijden , en dus eene 
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beschrijvende lijn van hetzelfde stelsel der, door die krachten klê 
richtlijnen bepaalde, hyperboloïde zijn; waarmede de vooropgezette 
stelling bewezen is. 

Had men het gemeenschappelijke sn^punt der eerste ontbondenen 
van alle krachten op oneindigen afstand van het vlak d^ tweede 
ontbondenen 9 maar overigens willekeurig, gekozen, dan zouden de 
eerste ontbondenen niet alleen evenwijdig aan eene zelfde l^n, maar 
ook gelijk aan de evenwijdig aan het vlak bepaalde projectiën der 
krachten zelve op die lijn geweest zijn; zoodat het evenwicht dier 
eerste ontbondenen voert tot het besluit, dat ook de evengenoemde 
projectiën evenwicht maken. En wederkeerig waren dan de tweede 
ontbondenen de evenwijdig aan dezelfde lijn genomen projectiën der 
krachten zelve op het vlak geweest, zoodat ook deze projectiën steeds 
een stelsel in evenwicht vormen. Op deze dubbele uitkomst, die 
door de aanvankelijk toegepaste verplaatsing der aangrijpingspunten 
van de gegeven krachten in hnre eigen richting, en door de daar- 
mede gepaard gaande overeenkomstige verplaatsing voor de projectiën 
niets , van hare geldigheid verliest , is vroeger in de meetkundige 
oplossing van het vraagstuk over den even wichtstand van den driehoek 
(bl. 71) reeds een beroep gedaan; die uitkomst blijkt trouwens ook, 
althans voor het geval van rechthoekige projectiën, waarvoor men ge- 
woonlijk de zes evenwichtsvoorwaarden van een stelsel krachten in de 
ruimte opmaakt, indien men let hetzij op ééne der drie voorwaarden 
voor de projectiën op de coördinatenassen , hetzij op twee dier voor- 
waarden in verband met de voorwaarde voor de momenten ten op- 
zichte der derde as. 

Ook hier, bij de aanname van een punt i»i het oneindige, kan 
men zich dat punt in eene der krachten zelve geplaatst denken, en 
dus de projectiën evenwijdig aan die kracht nemen, waardoor deze 
weder in het stelsel der tweede ontbondenen komt te ontbreken. 
Gaat men op deze wijze te werk als er vier krachten gegeven 
zijn, dan blijkt, dat voor het evenwicht iedere groep van drie dezer 
krachten eene suijlijn evenwijdig aan de vierde moet toelaten; dat 
dus ook iedere kracht moet snijden de drie lijnen, die ieder, even- 
wijdig loopende aan eene andere kracht, op de twee overblijvende 
rusten; en, zooals te verwachten was, komt men door deze meer bi- 
zondere beschouwing dus weder op het bestaan van de hyperboloïde 
der vier krachten neder. 

Het eenvoudigst evenwel schijnt de genoemde stelling te bewijzen, 
indien men voor de vier krachten in evenwicht de momenten, wier 
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8om ten opzichte van iedere willekeurige as steeds gel^k nul moet 
zijn, neemt ten opzichte Yan eenige as, die drie der krachten snydt. 
Yoor deze krachten verdwijnen dan de momenten van zelf; dus moet 
nu ook het moment van de vierde kracht gelijk nul zijn; hetgeen 
alleen dan kan plaats hebben, als die kracht de aangenomen as, en 
b^gevolg alle lijnen, die op de dne eerste krachten rusten , hetzij op 
oindigen of op oneindigen afstand sn\jdt. 

Evenals overigens de voorwaarde , dat vier krachten in de ruimte in 
evenwicht geljjk en evenw^dig aan de z^den van een scheven vierhoek 
moeten z\jn, gelijkwaardig is met de drie projectievoorwaarden; evenzoo 
is de voorwaarde, dat zijj gelijknamige beschr^'vende l^nen eener hyper- 
boloïde moeten wezen, gelijkwaardig met de drie momenten voorwaarden. 

Omgekeerd zijn elke vier gelijknamige beschrijvende lijnen eener 
hyperboloïde te beschouwen als de richtingsl^'nen van vier krachten 
in evenwicht, wier grootten dan evenredig moeten genomen worden 
aan- de daaraan evenwijdige zijden van een scheven vierhoek. Elk 
der vierhoeken, die men naar gelang van de aan de krachten te 
geven volgorde voor dit doel kan gebruiken, is gemakkel^k te be- 
palen door eene van zijne diagonalen te nemen langs de doorsnede 
ran twee vlakken, evenwijdig hetzij aan de eerste en tweede en aan 
de derde en vierde kracht, hetzij aan de eerste en derde en aan 
de tweede en vierde, hetzij aan de eerste en vierde en aan de 
tweede en derde. Of ook, men kan de krachten evenredig nemen 
aan de inhouden der daarop loodrechte zijvlakken van een tetraëdrum; 
want, omdat ieder zijvlak gelijk is aan de som der rechthoekige 
projectiên daarop van de drie overigen, terwijl de zes tweevlakkige 
hoeken van het tetraëdrum gelijk zijn aan de zes hoeken van de 
krachten twee aan twee, is dan ook iedere kracht gelijk aan de som 
der rechthoekige projectiên daarop van de drie overigen; en dit is, 
voor zoover grootte en richting der krachten betreft, afgezien van 
haren stand, juist de voorwaarde voor het evenwicht. Brengt men 
deze voorstelling der krachten in verband met de stelling (zie bijv. 
BEiOTetBoüQUET, Geometrie analytiqtie, é'^Ed., 1863, pag. 519 — 620, 
N®. 6), dat de vier hoogten van een tetraëdrum gelijknamige beschrij- 
vende lijnen eener hyperboloïde zijn , dan volgt nog, dat vier krachten 
langs deze hoogten en evenredig aan de overstaande zijvlakken steeds in 
evenwicht zijn; iets wat trouwens ook kan blijken door om het 
tetraëdrum een ander, bij tegenoverstand gelijkvormig en van 27- 
Youdigen inhoud, te beschrijven, waarvan namelijk de zijvlakken, 
evenwijdig aan die van het eerste, door diens overstaande hoekpun? 
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taQ gaan; ak wanneer beide teiraëdra een gemeensohappelijk zwaarte^» 
pont hebben, dat driemaal zoover van ieder zijvlak van het omge- 
schrevene als van het evenw^'dige zijjvlak van het ingeschrevene ligt, 
terwijl de hoekpunten van dit laatste tevens de zwaartepunten der 
z^vlakken van het andere zijn; zoodat men nederkomt op de be- 
kende stelling, dat gelijke normale krachten, over het oppervlak van 
een tetraëdrum (of in het algemeen over een willekeurig gesloten 
oppervlak) verdeeld, elkander in evenwicht houden. 



Wil men thans nog tot eene analytische ontwikkeling van de 
stelling omtrent vier krachten in evenwicht op eene hyperboloïde 
overgaan, en wel voor het geval, dat die krachten een geheel wille- 
keurigen stand ten opzichte van de te bezigen coördinatenassen heb- 
ben; dan schijnt het wensohelyk, de zaak van wat hoogeropte vat- 
ten, en zich eerst te begeven in een onderzoek naar de volgende vraag , 
(onder eenigzins gewijzigden vorm ook behandeld in G. SUiMOn'9 
AfuUtfüc geovMtry of three dimetmonSf 2<^ £d., 1865, pag. 75). 

Drie rechte lijnen ieder gegeven zijnde als doorsnede van twee 
platte vlakken, waarvan de vergelijkingen in recht- of scheef hoekige 
coördinaten «, y, z zijn «, = O én «/= O, Wj =r O en «,'= O» 
«3 = en u^^=lO, vraagt men de vergel^king te bepalen van de 
hyperboloïde met één blad, die deze drie l^nen tot richtlijnen heeft. 

Voor ieder punt (x, y, z) van de hyperboloïde, en daarentegen 
voor geen punt buiten dit oppervlak, moeten de drie vlakken, die 
men door het punt en door ieder der richtlijnen kan leggen, door 
eene zelfde lijn, namelijk de beschrijvende lijn van het punt, gaan. 
Stelt men dus voor die vlakken de loopende coördinaten door Z, Y, Z 
voor, en onderscheidt men de uit de zes functiën u door vervanging 
van Ty ffj z door X, J", Z voortkomende functiën door de overeenkom- 
stige letters U, dan wordt de vergelijking der hyperboloïde onmid- 
dellijk gevonden door de voorwaarde neder te schrijven, dat de drie 

bedoelde vlakken — ^ = — -, > —^=. — ^ , — = = — r , behalve 

«1 «, «1 ««. «3 Wj 

door het aangenomen punt (r, y, z), dat zij reeds gemeen hebben, 
nog door eenig ander gemeenschappelijk punt gaan. Om die voor- 
waarde werkelijk op te maken, is het evenwel noodig , althans in een 
gedeelte der berekening de coëfficiënten der vergel^kingen van de ze« 
gegeven vlakken in te voeren. Stel dus dat men heeft Uiz:s, aiX'\' 
+ *iy + C|^ + rfi, bijgevolg UtZz^a^X^'è^F'}'C^Z^d^ , en even-» 
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soo voor de overige functiëa u en ü, dan wordt de vergelijking Van 
het eerste der drie aan&rebrachte vlakken -^ ' '■ ~ = 



u 



= - ' / ^ of (/ï,tt/-fl,'«JX+(6,tt/-i/«^)r+ 
•f (cj «,'— c/tf ,)-^-|-(rf,«i'- ^/«,) =: 0; en daarvan onderscheiden 
zich de vergelijkingen van de beide andere overeenkomstige vlakken 
alleen door vervanging van de aanwgzers 1 door 2 of door 8. De 
voorwaarden nu, dat in het algemeen drie vlakken door eene zelfde 
lijn gaan, worden uitgedrukt door de vier derde-graads-determinan ten , 
gevormd uit de gelijknamige coëfficiënten der drie vergel^kingen , ge- 
lijk nul te stellen; en van die voorwaarden, die ook onder beknop- 
ten determinantenvorm z^n samen te vatten, door in ieder der drie 
rijen de vier coëfficiënten allen te samen te schrijven, zjjn er slechts 
twee onderling onafhankelijk, (vergelijk de bij het vroegere vraagstuk 
op bladz. 79 — 80 besproken algemeene eigenschap der determinanten). 
In het tegenwoordige geval echter, waarin, zooals boven werd opge- 
merkt, de coëfficiënten zelve reeds zoodanige waarden hebben, dat een 
zelfde bepaald pont (Xrzra', Yz=.y^ Z^=.z) aan de drie vlakken 
gemeen is, herleiden zich de twee vereischte voorwaarden tot slechts 
éëne, waartoe het regelmatigst is te nemen die, gevormd uit de 
coëfficiënten van X^ Yy Z zelve, dat is 

a, «,'-«,'«,, i,«j'-^,'«,, c,«/-c,'tt, =0. 
ajWj'-öj'wj, ^3«3'-*,'«8, c^u^'-c^'u^ 

En dat uit deze ééne werkelijk de drie overige voorwaarden volgen, 
kan bijv. blijken, doordien in den vorenstaanden determinant de som 
van OP, y, ^r-maal de elementen der eerste rij gel\jk wordt aan 

(/fia?+5,y + <?, ^)tti'-(«i'« + ^/y + c/^)»i =(»! -^i)«i'- 
— («,'— dJ,')«i = — (e? «/— rf,'«,), en evenzoo voor de beide an- 
dere r^'en; zoodat men in dien determinant ééne der kolommen naar 
willekeur zou kunnen vervangen door 

d^ W,'— (?^/«3, 

waardoor men achtervolgens juist die drie andere voorwaarden verkrijgt. 

De zooeven verkregen vergelijking is nu op grond van het boven 

opgemerkte tevens die van de hypcrboloïde zelve; zij bevestigt al 
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dadelijk , dat ieder der drie richtlijnen (» = O , «' =z 0) op het oppervlak 
zelf ligt. Daaromtrent valt verder nog het navolgende op te merken: 
vooreerst dat, ofschoon alle in den determinant voorkomende element 
ten lineaire functiën van Xy y^ z zijn, die vergelijking slechts schijn- 
baar tot den derden graad opklimt; zooals reeds hieruit volgt, dat 
de zoo even op den determinant toegepaste bewerking, waardoor eene 
der kolommen in eene overeenkomstige, maar van de coëfficiënten d 
afhangende, overgaat, en de graad van den determinant niet hooger 
dan de derde graad wordt, in wezenlijkheid nederkomt op eene ver- 
menigvuldiging van den oorspronkelijken determinant hetzij met — x, 
of met — y, of met — «:; zoodat deze zelf niet hooger dan tot den 
tweeden graad kan opklimmen; en hetgeen nog meer bepaaldelijk 
blijkt, doordien de volledige termen van den derden graad, die de 
ontwikkeling van den determinant in het algemeen zou kunnen op- 
leveren, niet anders vormen dan den determinant zelf, indien meü 
daarin alle coëfficiënten d gelijk nul onderstelde; in welk geval de 
som van rr, jf/, ^^-maal de drie kolommen, dat is de kolom in d^ 
zelve slechts nullen zou opleveren, ten bewijze, dat de aldus a%e- 
korte determinant zelf in nul overgaat. 

Ten andere kan men opmerken dat, blijkens de wijze, waarop in 
iedere rij de drie elementen uit de beide overeenkomstige functiën 
fi en vl zijn samengesteld, die elementen overeenkomen met «de eerste 
leden der vergoelijkingen van drie door de overeenkomstige richtlyn 
gaande platte vlakken; en wel bepaaldelijk, uithoofde daarin bij ont- 
wikkeling achtervolgens de termen in x, in y, in z blijken te ont- 
breken, de op TOZ^ ZOXy XOF projecteerende vlakken dier richt- 
lijn. Met andere woorden, de elementen van den determinant zijn 
niet anders dan de projectiën van de drie richtlijnen op de drie 
coördinatenvlakken ; hiervan uitgaande voor het rechtstreeks opstellen 
van den determinant, moet men er evenwel op bedacht zijn die 
projectiën zoo noodig met zoodanige coëfficiënten te vermenigvuldigen 
dat, in overeenstemming met hetgeen de * ontwikkeling van de bo- 
venstaande vormen in u en u* leert, de coëfficiënten van e in het 
tweede en y in het derde element, van x in het derde en z in het 
eerste element, van y in het eerste en x in het tweede element, 
telkens alleen in teeken verschillen. 

Zijn byv. de richtlijnen rechtstreeks door hare projectiën gegeven, en 
wel wat de eerste richtlijn betreft onder de vormen y , y— ^^z—jly =0, 
flt, z ■' y^x — B^ z=, O, |3, jc— «, y— C, = O, die zoodanig samenhan- 
gen, dat in de som van hnnne producten met de daarin voorkomende 
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i^chtingscoëfïicienten flC|» 0i, 7, de tennen in ar, y, z verdwijiieii) 
soodat ook de komende standvastige term ^| « ,4-^i|3i-|-C?, ^t =^^ 
moet zijn, terwijl voor de beide andere richtlijnen overeenkomstige 
vormen gelden met de aanwijzers 2 en 3; dan is door deze vormen 
ïselve reeds aan het zooeven omtrent de coëfficiënten opgemerkte vol- 
daan. Daardoor wordt in dit geval de toevoeging van andere coëf- 
ficiënten als factoren overbodig , en is men gerechtigd voor de yerge<^ 
lijking der hyperboloïde dadelijk neder te schrijven 

yjy-Pt^-^.» d^z—y^x—B^, fit^-ettV-O^ =0; 
r^y-Pi^^^zy ^i^-rz^-^if ^jar-a^y-Cj 

waarvoor men ook zou kunnen nemen de som van acht determinan- 
ten, wier eerste rijen respectievelijk tot elementen zouden hebben de 
drie factoren, waaruit de acht termen in de ontwikkeling van het 
gedurig product van (yiJ/ — Pi ^) — -^i met («i^— y, a?)— ^1 en 
(/3,ar — a,y) ' (7, ieder zouden bestaan, en evenzoo voor de tweede 
en de derde rijen; terwijl van deze «acht determinanten trouwens de 
eerste, die oogenschijnlijk een derdemachtsvorm in o?, y, z zou op- 
leveren, zich volgens het boven bewezene tot nul herleidt. 

In het meer bizondere geval van drie richtlijnen (y — y = 0, 
z-\-r = 0), (z — r .= O, x-^-p = 0), (x—p =. O, y + q = 0), even- 
wijdig aan drie coördinatenassen, die door het middelpunt der hyper- 
boloïde gaan, heeft' men evenzoo voor de vergelijking van deze laatste 

O z-^-r -(y—q) 

-(^-r) O x+p =0, 

1/ + ? -{x-p) O 
dat is ontwikkdd 

(^+P)iViQ)i^ir)-(x-p){y-g)(z''r) = 0, 

of l^ + ff+£I/+i=:,0. 

qr rp pq 

In het algemeen zou men zich in verband met het vorenstaande 
nog kunnen voorstellen, de vergelijkingen op te maken van de drie 
aan de richtlijnen evenw^dige beschrijvende 1^'nen der hyperboloïde; 
het middelpunt te bepalen; de vergelijking van het asymptotisch ke- 
gelvlak, enz. 

Wil men de voorwaarden opmaken, waaraan eene vierde gegeven 
lijn («^=0, «^' = 0) moet voldoen, om eene beschrijvende lijjn van 
hetzelfde stelsel te z^'n als de drie aanvankelijk als richtijjnen aan- 
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genomen lijnen; dan moeide rërgelijking der hyperboloïde, ontstaande 
door deze vierde lijn in de plaats yan eene der drie eersten te stel- 
len , dat is door eene der rijen van den boven in u en u' gevonden 
determinant te vervangen door de overeenkomstige rij met de aan- 
wijzers 4, dezelfde zijn als de oorspronkeKjke Met andere woorden, 
indien men aan dien determinant eene dergelijke vierde rij toevoegt, 
moeten in ieder der drie kolommen de vier elementen volgens de^ 
zelfde vier coëfficiënten lineair en homogeen met elkander samenhan- 
gen. In werkelijkheid geeft dit zes vergelijkingen, voortvloeijende 
namelijjk uit de, twee aan twee alleen in teeken verschillende, zes 
termen in x, in y, in z, en uit de drie ongelijke standvastige ter^ 
men, die te samen uit de drie kolommen ontstaan. En de elimina- 
tie der vier evenbedoelde coëfficiënten tusschen deze zes homogene 
vergelijkingen geeft alzoo ten slotte een aantal van drie voorwaarden 
voor het gestelde, zooals ook hieruit was te voorzien, dat de vierde 
gegeven lijn drie der door de richtlijnen bepaalde beschrijvende lijnen 
behoort te snijden. 

Is bijv,, evenals de drie eerste lijnen, ook de vierde lyn gegeven 
door hare projectiën onder overeenkomstigen vorm, dan moet aan 
den in re, y, s gevonden determinant eene vierde rij 

I r^y-Pi^-^^y »^z-y^x-B^, ^^x-ct^y-C^ \ 

tvorden toegevoegd, en dan zijn de alzoo komende voorwaarden sa- 
men te vatten onder den vorm 

die in werkelijkheid ook te vervangen is door drie determinanten, 
waarvan telkens de vier rijen respectievelijk de vormen |aj3y^[, 
|aj3y^|, la^yC'l hebben , gelijk nul te stellen. Deze zouden 
dus kunnen dienen om bijv. -^4, J?^, C^ in a^, fit^, y^ en in de 
stand vastigen der drie eerste lijnen uit te drukken. Maar daar 
tevens A^ «4 -f 5^ ^^ + C^ y^ = O moet zijn, kunnen a^ , (S^ , y^ 
allen zelve niet willekeurig worden aangenomen , maar moeten onder- 
ling samenhangen door de voorwaarde, die men onmiddellijk ver- 
krijgt door ter eliminatie van Ai^, JB^, C^ de som van «4, ^34, y^- 
maal de drie evenbedoelde determinanten gelijk nul te stellen; dat 
is door de voorwaarde 



= 0, 
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1 



= 0; 



«I 04 y* o 

die dus, «4, ^4, 74 vervangende door daaraan evenredige coördi- 
naten rr, y, r, tevens niet anders is dan de vergelijking van het 
kegelvlak, uit den oorsprong evenw^'dig aan het asymptotische aan- 
gelegd. 

In al het vorenstaande is eene beschrijvende lijn beschouwd als 
straal der punten , voor ieder waarvan de drie vlakken gaande door 
de richtlijnen eene zelfde lijn, namelijk de beschrijvende lijn zelve, 
bevatten. Correlatief daarmede zou men ook eene beschrijvende lijn 
kunnen beschouwen als as der vlakken (raakvlakken), voor ieder 
waarvan de drie snijpunten met de richtlijnen in eene zelfde lijn, 
namelijk de beschrijvende lijn zelve, liggen. Deze laatste opvatting 
zou waarschijnlijk eene vergelijking der hjperboloïde in tangentiale 
of vlak-coördinaten geven van denzelfden vorm als de boven in 
punt-coördinaten gevondene. 

Ook als volgt zou men kunnen redeneren, om de vergelijkingen 
der hyperboloïde zelve en van het naar den oorsprong verplaatste 
asymptotisch kegelvlak in verband met. elkander op te maken. 

Schrijft men de som der producten van de vergelijkingen der eer- 
ste richtlijn met drie willekeurige coëfficiënten A, a<, v onder den 
vorm 

X y z 

dan blijkt deze vergelijking een plat vlak voor te stellen, dat niet 
alleen door die richtlijn gaat, maar bovendien, omdat voor de lijjn 

- = - = - de determinant zich tot nul herleidt , evenwijdig loopt 
A fe V 

aan deze laatste lijn. Door dezelfde coëfficiënten A, fc, v eveozoo 
voor de beide andere richtlijnen te gebruiken, verkrijgt men alzoo in 
het geheel drie, ieder door ééne der richtlijnen evenwydig aan de 
lijn (A, /E«, v) gaande, vlakken. Slechts aan ééne voorwaarde behoe- 
ven dus A, /u, V te voldoen, opdat deze drie vlakken eene zelfde 
lijn evenwijdig aan de evengenoemde gemeen zullen hebben; welke 
«remeene doorsnede dan de drie richtlijnen snijdt, en dus eene be- 



-(^,A + 5.A* + (;,v) = 0, 
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schrïjvende lijn der hypetboloïtle is. Die voorwaarde moet uitdruk- 
ken, dat het gemeenschappelijk snijpunt (ar, y, t) der drie vlakken « 

en dus ook de drie onderdeterminanten of minors 



/xv 


9 


vA 


y^ 




zx 



voor dit punt, onbepaald worden, en kan dus geene andere 
xy 

zijn dan die men vindt door deze minors tusschen de vergelijkingen 

Afc y 

der drie vlakken en de bijkomende vergelijking 



A/KV 



=i O , waar- 



aan zij identisch voldoen, te elimineren. Be bedoelde voorwaarde 
wordt alzoo 



«1 Pi 7t ^, A + ^,^+C,v 
«j Pj y, -^,A4.^j/u + 6?,v 

«3 P3 73 ^S^+^3f«+C',V 

A A« V o 



= 0; 



op zich zelve beieekent zij, door A, /c«, v als loopende coördinaten 
op te vatten, de meetkundige plaats der lynen, uit den oorsprong 
evenwijdig aan die der hyperboloïde getrokken; dat is het naar den 
oorsprong verplaatste asymptotisch kegel vlak; en tegelijkertijd komt 
nu de vergelijking der hyperboloïde zelve door elk aan deze voor- 
waarde voldoend stelsel (A, /k, v) te elimineeren tusschen de drie 
boven eerst beschouwde vergelijkingen der door de richtlijnen en 
door eene zelfde beschrijvende lijn gaande vlakken, waardoor men 
verkrijgt 

rzy-^i^-^iy «j«-yji»-5,, P,ar-a,y-C, 



=:0. 



Beide uitkomsten in overeenstemming met het reeds langs anderen 
weg gevondene. 

Voor zoover de vergelijking der hyperboloïde betreft, nog aldus. 

Zij de beschrijvende lijn gaande door eenig punt (ar, y, z) der 

hyperboloïde = = = B, Opdat deze met de 

eerste richtlijn •' = — - — - = ■ =»'i «en snijpunt (X, 

^1 Pi y\ 

r, Z) zal opleveren , moet men hebben (X =:) aj + A5 = tf,-|-«jri, 
of 

13 
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Dus ook, JK en — r^ elimineerende , /e* y — ^i /3| 



en evenzoo 
en 



z=L O , dat is , 



V ir- c, y, 

indien men weder als boven de stand vastigen ^j=y,i, — Pt^i, 
^,= «, Ci-y,a,, Ci = /3,a,-« d, invoert, A(y,y-(3i ^-^j) + 
+ /*(«, ^-y, re — ^j)4. v(3, x — «, ]y — C|) = 0. De eliminatie nu 
van de veranderlijken A, ft, v tusschen deze vergelijking en de beide 
overeenkomstigen voor de tweede en de derde richtlijn geeft onmid- 
dellijk de vergelijking der hyperboloïde. 



Onderstellen wij thans, overgaande tot statische beschouwingen, 
dat drie krachten, in stand onveranderd blijvende, van grootte ver- 
anderen, maar toch zoo, dat zij telkens eene enkele resultante ople- 
veren; dan zal, als gevraagd wordt naar de meetkundige plaats van 
deze resultante, daarvoor volgens het vroeger gevondene de hyperbo- 
loïde op de drie krachten als richtlijnen te voorschijn moeten komen. 

Laat, om dit analytisch te verifiëren, P, de veranderlijke grootte 
van ééne der drie krachten , (a j , ^ , , c ) de rechthoekige coördina- 
ten van haar aangrijpingspunt, («,, ^^yx) hare richtingscosinussen 
voorstellen; en laten voor de beide andere krachten de overeenkom- 
stige grootheden door de aanwijzers 2 en 3 onderscheiden worden, 
terwijl zij voor de resultante zijn R, {x, y, 5), (A, /k, v); dan zijn 
de zes evenwichtsvoorwaarden van het stelsel (P^ , P^, P^,~R)^ 
indien men door het teeken t telkens eene som aanwijst van drie 
overeenkomstige grootheden voor de krachten P^ , P^ , P3 , te schrij- 
ven onder den vorm 

i2A = £Pa, 72^=SP(3, 

R{yy-IAz) = '£.P{yb -|3f), R{XZ''Vx) z=i%P^ctc -ya), 

Rvziz'ZFy, 



Brengt men nu de vergelijkingen = — -— z=. 



van ieder 



ot ^ y 

djsr krachten P, in overeenstemming met de vroegere notatie, onder 
den vorm y r-(3-^~^ = O, a.^-yX— ^ = 0, pX-ar-C=0, 
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Eoodat hierin ji =iyb^fic, B z::z ac^ya, C :=.^a--xb is (naar 
behooren weder voldoende aan AoL^B^^Cy =.^)\ dan gaan door 
substitutie van deze waarden en van de drie eerste even wichtsvoor- 
waarden de drie laatste over in 

en zijn dan tevens, door x, y, z als loopende coördinaten op ie 
vatten, te beschouwen als de vergelijkingen der resultante 22, behoo- 
rende bij bepaalde waarden van de drie krachten F; deze waarden 
mogen trouwens niet alle drie willekeurig gekozen worden, maar be- 
hooren wegens de zes evenwichtsvoorwaarden, in verband met de 
identiteit RX, . i2(vy — jt6^)-f -Rf* . RiXz — va;) + 72v. R^fix — Xy) = O, 
telkens te voldoen aan de bekende voorwaarde SPa.SP-^+SP^.SP^-f 
4-SPy.SPC=0 voor de herleidbaarheid tot eene enkele resultante. 
En de evengevonden vergelijkingen leeren nu verder, door daartus- 
schen de alleen als veranderlijken voorkomende grootten der drie 
krachten P te elimineeren, dat de meetkundige plaats van al derge- 
lijke resultanten dan is 



7iy-Pi«~^i» yiy-Pi«--^i» ysy-Pa^r-^j 

PiX-ctiy-Ct, (3,*t?-«,y-(7,, PiX-x^y-C^ 
dat is juist de hjperboloide op die krachten èils richtlijnen. 



= 0, 
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LEERWIJZE OM DE FORMULEN, DIE BIJ HET STELLEN VAN 

INUNDATIBN TER BEREKENING VAN DE INSTROOMENDE 

MASSA'S WATER GEBRUIKT WORDEN, TE HERLEIDEN 

TOT ZOODANIGE FORMULEN, DIE IN WEINIGE OOGBN- 

BLIKKEN DEN TIJD, TOT ONDERZETTING VEREISCHT, 

BIJ BENADERING BEKEND DOEN WORDEN, VOOR 

HET GEVAL, DAT HET INSTROOMEND WATER 

AAN EB EN VLOED ONDERWORPEN IS, 



DOOR 



J. H. SCHAFER. 



I. Inleiding. 

Ter verhooging van de waarde van tabellen, memoriên enz. 
die betrekking hebben op het onder water zetten van inundatie- 
kommen, wordt steeds den wensch op den voorgrond gesteld, om in 
die tabellen enz., ook beknoptelijk den tijd op te geven, benoodigd 
tot het stellen dier innndatiën, vooral in het min of meer samen- 
gesteld geval, dat hier behandeld zal worden. 

Ten einde daartoe te geraken, is in de eerste plaats eene be- 
knopte rekeuwijze noodzakelijk. 

Die, welke in de leerboeken worden opgegeven, ter berekening 
van den tijd tot het stellen van innndatiën, welke gevoed worden 
uit wateren, waarbij het gewoon verschil tusschen eb en vloed be- 
langrijk is, kunnen, naar onze meening, zelfs door hen, begaafd 
met het taaiste geduld, in de praktijk door hunne omslagtigheid , 
niet dan uiterst moeiel^jk worden toegepast. 

De schrijver is er daarom op bedacht geweest, om zonder ver- 
waarloozing van eenig Hydronamisch element, onmiddellijk den 
tijd te kimncn bepalen, van onderwaterzettingen, in functie van 
HW — LW en polderwaterpeil. 

Hierin volgens zijne meening naar wensch geslaagd zijnde, zoo 
neemt hij de vrijheid hieronder den weg aan te wijzen, die hem 
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lieeft; geleid tot het bepalen der formulcn, die aan het beoogde 
doel beantwoorden. Men zal daardoor in staat wezen zich lastige 
en omslagtige berekeningen te besparen , vooral thans nu alles , wat 
op inundatiën betrekking heeft, terecht weder op den voorgrond treedt. 

ir. Toepassing der methode bij 't gebruik van 

ONVOLKOMEN OVERLATEN. 

a. De formule 

(zie J. P. Delprat, Hyctrodynamca ^ \ 55) stelt, zooals bekend is, 
de in eéne seconde, in étenigen polder, instroomende massa water 
over een onvolkomen overlaat DE (fig. 1) voor. 

In die formule beteekent liJzzzh het verschil der onveran- 
derlijk veronderstelde waterspiegels van buiten- en polderwater, en 
BD -^^ k' de hoogte van het buitenwater boven de kruin D des 
overlaats; voorts 

Ji de breedte van den overlaat; 

n een coëfficiënt, die gemiddeld =^0,6 kan genomen worden; 

g =z 9,81 de versnelling der zwaartekracht. 
Stel, dat bij den overlaat (fig. 2), het buitenwater bij elk tij 
boven de kruin D den stand heeft als volgt 

gewoon laag water (LW) of BI) =.a, 

gewoon hoog water (HW) oï jiB = a -{-b; 
en dat de polderwaterspiegel bij den aanvang der onderzetting op 
de hoogte HD:=zc boven de kruin gelegen is; dan merke men 
vooreerst op, dat de instrooming dan eerst beginnen zal, als de 
vloed , van L W af , het polderpeil c zal bereikt hebben , en de over- 
laat zal geopend zijn. 

b. Beschikbare tijd tot instrooming gedurende elke t^-verdeeling 

van dien tyd en van de instroondngskoogte. 

De tijd, die hiertoe noodig is, wordt afgeleid nit het feit, dat 
de vloed ongeveer 6 uur besteedt om LW tot HW te wassen, en 
even zoo veel om van è.6Ar tot LW terug te keeren; dat is om per 
tij den uit waarnemingen bekenden gemiddelden afstand ABz=ib 
tweemaal te doorloopen. 

Men zal nu bij het stellen van militaire inundatiën niet veel van 
de waarheid afwijken door aan te nemen, dat zulks gelijkmatig ge- 
schiedt, en dat er alzoo in 't onderhavige geval hiertoe een tijd 
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r — ^21600" (I) 

o 

zal uoodig zijn. 

Voor 't eigenlijk instroomen blijft dus van af polderwaterpeil e 

tot HW de tijd 

a A-b — c 

T= 21600" . (3) 

o 

beschikbaar. 

Verdeelt men verder die door den vloed nog te wassen hoogte 
(imtroomngshoogté) HA-=i{a'\-b — c) in de punten H, H^y H^, 
enz. in m gelijke deelen , dan is elk deel HH^ •=. H^H^i^ H^ H^ 

enz. := - (a 4-^ - c) = ^, en mitsdien de tijd ^, benoodigd om den 
m 

vloed. elk deel k te doen klimmen, gelijk 

t = - -^ 21600' (3) 

m o 

e. GemiMelde maasa*s water per tijdadeel t. 

Zoo als bekend is, worden de gemiddelde massa's water, die in 
elk opvolgend tijdsdeel instroomen , gevonden door in de formule (a) 
voor h en h' te stellen de gemiddelde waterhoogten tusschen de hoog- 
ten, welke met het begin en het einde der tijdvakken SH ^ H^B.^ 
enz. overeenkomen. De som van die massa's zal dan de benaderde 
instroomende watermassa's gedurende den tijd T zijn (zie G. A. van 
Kekkwijk, VeatinghouWy § 447). 

d. Gemiddelde drukhoogten per tijdvak. 

Naar aanleiding van het bovengestelde verkrijgt men dus, in 
verband met de onder a gegeven beteekénis van h en h' voor de 
waarde dier hoogte, in de gegevens uitgedrukt, in de verschillende 
tijdvakken , 

1**. tusschen ff en H^, (fig. 3), 

en dus (h' -^/^h) =:{c ^-l .'/^k); («J 

2\ tusschen ffi en JTj, (fig. 4), 

en dus (A'~ J A) rr (c4 3. J ^); , (a^) 
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S'*. tusschen H^ en i?,, (fig. 5), 

en dus (A'— yA) == (c + 5 . J Ar); . . a.^) 

bij welke waarden «j, «j , enz. de wet van voortgang duidelijk is., 
In 't algemeen zal men dus tusschen twee willekeurig op elkander 
volgende deelpunten ITf-i en H^ hebben, 

en dus (/^'- J ^) = (c+ ^^2^9- 1) |^) {a^) 

e. Hoeveelheid per eerste etmaal en per tijdsdeel insiroomend 
water bij aanvankelijk polderpeil c. 

De waarden «, , «j , enz. in (a) overbrengende, verkrijgt men 
de gemiddelde watermassa's, die per seconde gedurende een wil- 
lekeurig tijdsdeel in den polder stroomen, en bijgevolg per tijdsdeel 
ty Bni^ gk =z ^ stellende, 

in het eerste tijdsdeel M^ z=.t^{c-\-\ . Ik]-, 
in het tweede tijdsdeel if^ = ^ |3(c + 3 . J /fc) 1/ 3 ; 
in het derde tijdsdeel M^ z=z t ^(c ■\ h . \ k) V ^ ', 
enz. enz. 

of in 't algemeen in een willekeurig tijdsdeel p 

if,=:^^(c + (2Jp-l)l^•)^/(2^~l) (4) 

Stelt men de totale massa instroomend vloedwatér, om gedurende 
m tijdsdeelen van polderpeil c tot K W peil te wassen, = S M\ . 
dan zal 

zijn ; en neemt men aan, dat de kentering bij H W, van dat peil tot 
LW er even zoo veel water binneuvloeit; voorts dat er gemiddeld 
twee tijen per etmaal zijn; zoo zal, bij de aanvankelijke hoogte c van 
het polderwater, de totale instroomende watermassa gedurende het 
eerste etmaal kunnen voorgesteld worden door 

42^:i....m) = 4^'3S(c + (2jt;-l)J^)ï/(2jt?-l) .... (6) 

Is b. V. »ï = 5 , dan zal men in (6) jt? achtereenvolgens = 1 
tot 5 moeten stellen, en de som der verkregene overeenkomstige waar- 
den met 4^|3 moeten vermenigvuldigen. Men zal yinden 

éSiïf^'i , 5j^4^/3(10,614c+20,966^) (6<) 
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f. Totale gemiidelde ioevedUeid per eerste etmaal imiroomend 

fcater bij de aanvankel^ke polderpeilen {o^k)^ 

((? + 2;fe), (c+3Ar) enz. 

£yea als voor het aanvankelijk polderpeil c, (fig, 2), de alge^ 
meene formule \fi) verkregen is, kunnen er, door den aangewezen 
weg te volgen, andere formulen gevonden worden, die per etmaal 
de massa's instroomend water geven, indien men het polderpeil aan- 
vankelijk stelt op C'\-ky (fig. 3), vervolgens op c-f-^^» (^* 4)» ^^'^' 
daarbij in aanmerking nemende, dat b^ elke verhoogiug k 
van het inundatie- of polderwaier, ook de instroomings- 
hoogte, hA =.{a-\-h -c) met een deel k verminderen en dus 
ook den tijd van instrooming met één tijdsdeel t verkor- 
ten zal. 

Het is duidel^'k, dat die formulen terstond zullen verkregen wor- 
den door in de algemeene formule (6), e achtereenvolgens te doen 
overgaan in (c -|- ^) , (c -(- 2 ^) , (c + 3 ^), enz. 

Men zal dan voor de hiermede ovei eenstemmende watermassa's 
per eerste etmaal vinden '} 

!•. bij aanvankelijk polderpeil (c •\- k) 

45:Jf;,t.*..m-»),=4^/32(c + (2;, + 2);^)/C2;,-l) . . . (7^ 

2«. idem (c\2k) 

42Ji^ót'.*(«_8,> = 4^^S(c + (2i. + B)J^)l/ (2^,-1) . • . (8); 

8«. idem {c\Zk) 

42if^',t.^!(m-3)) = 4^pS(c-K2;. + 8)J*)l/(2p-l) . .(9); 

4». idem {c^4tk) 

^2i/^^it*.:(^4)) = 4^pS(c + (2;, + ll)l*)l/(2;^-l) . (10); 

B\ idem (c-|-5i5r) 

4Sif;,tf.*(m-5)) = 4^^^(^+(2i' + 14)l^}l/(3f^-l) . (11); 
enz., of in het algemeen bij een willekeurig aanvankel^'k peil {e'\-qk) 

g. Totale gemiddelde hoeveelheid per etmaal instroomend water 
tuëschen twee opvolgende polderpeüen of inundatiepeilen. 

Men zal niet veel van de waarheid afwijken, indien men voor 
de gemiddelde massa's instroomend water, die per etmaal de hoogte 
der inundatie 



') Be indices (1 . . . . (m — 1)) enz. van ItM beteekenen, zoo als duidelijk is,. 
ÜAt p in de betrokken formulen (7)» (8) enz. achtereenvolgens van j9 = l tot 
jD3=»i — 1, m — 2, IK — 3 enz. moet genomen ^rorden. 
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van e . op (c + Ar), 
van {cA-k) op (c + 2^), 
van {e^^k) op (c+Sit), 

enz. brengen, neemt de gemiddelde massa's, die per eerste 
etmaal bijj de inundatiepeilen c en (c + Ar), (c-f ^) en (c-|-2i&), 
(c-f2^) en (04-8^) enz. instroomen, en door de formulen 
(^)> (7)) (8) enz. of in 't algemeen door de algemeene for- 
mule (12) verkregen worden. 

Die hoeveelheden zijn dus per etmaal 

1^ tusschen e en c^k, 

\ u m) • il....m— 1)/ ^ ' 

2*. tusschen c+X: en c-A-^k, 

3*. tusschen c4-2^ en c+3it, 

enz. 

h. Tijd in etmalen henooéUgd om d^n polder een willekeurig aantal 

deelen k der imtroomingahoogte te doen wwisen, en mitsdien 

de inundaiie op gegeven peil te brengen. 

Stelt nu O het bekende oppervlak van den te inundeeren pol- 
der voor, en M de gemiddelde per etmaal invloei^'ende watermassa, 
voorts X de hierdoor veroorzaakte rijzing van den inundatiespiegel 

M , 

per etmaal, dan zal rp = -r- zign. Bij gevolg zal de inundatie tus- 
schen de opvolgende peilen gemiddeld per etmaal wassen, 
1^ tusschen c en c-|-^, 

Xt = -— ^; 
* o 

2\ tusschen C'\-k en (?-f 2^, 

d\ tusschen e'\-2k en e^Sk, 

enz. 

Zoo menigmaal als dus de verschillende waarden van ar, , x^ 
enz. op het overeenkomstig deel k begrepen . zijn , zoo menig etmaal 
zal ci^ gevorderd worden^ om de inundatie van eenig peil op een vol- 



Xj 
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gend te brengen. Noemende die tyden ^^ , öj enz., dan zullen 
die zijn ') 

1^ van peil c tot ff + it, 

6| = ^T-^T etmalen. 



2^. van peil c-fAr tot c + 2A?, 

O 

3^ van peil c + 2A tot ö+3/t, 



02 = ^* TT-. etmalen. 



63 = ^ — etmalen, 
enz. en is dus 



^=*Kè)+(^+(^+«''^) 



de benaderde tijd in etmalen tot het stellen der inundatie op het 
verlangde peil (c-\-mk), 

3. Deze tijd in etmalen geheel uit de formulen (6), 
(7), (8) enz. afgeleid zijnde, zal dus geheel bekend en 
in de gegevens uitgedrukt zijn, indien m gegeven, dat 
is, indien slechts bekend is, in hoeveel deelen k de 
instroomingshoogte aanvankelijk verdeeld is. 



*) Men veronderstelt nl. dat het maaiveld van de Nederlandsche polders, die 
aan eb< en vloedwater gelegen zijn, genoegzaam waterpas lipc^en. In hoofdstuk 
ly, Toepassing dezer methode enz. YFordt opgegeven, hoe do tijd tot het vol loo- 
pen der slooten, vaarten enz. bonoodigd, bepaald wordt. 

{Wordt vervolgd.) 



OVER DE PERSPECTIEF VAN DEN BOL, 



DOOR 



COBNEILLE L. L4NDRÉ. 



Om de wetten der perspectief in te zien, behoeft men wel niet 
veel wiskundige ontwikkeling: maar toch meer, dan de meesten zelfs 
der zeer beschaafden onthouden hebben van hetgeen zij daarvan op 
school geleerd hebben. 

Dit neemt niet weg, dat die wetten in het algemeen door den 
teekenaar wel worden aangenomen en toegepast, zelfs dan, alg de 
gronden daarvoor hem niet helder zijn. Immers die wetten komen met 
zijne ervaring niet in tegenspraak; en bovendien trachten sommige 
leerboeken der perspectief die wetten door populaire bewijzen te sta- 
ven, eene wijze van doen, wellicht meer geschikt om van strenge 
studie af te schrikken dan daartoe aan te moedigen. 

Toch is er eene dier wetten, welke bij vele zelfs zeer bekwame 
kunstenaars hardnekkige tegenspraak vindt. Het wil er bij hen maar 
niet in, dat de perspectief van (den zichtbaren omtrek van) een bol 
in het algemeen eene ellips is. Meer dan eens hebben bekwame wis- 
kundigen te vergeefs getracht, bekwame schilders te overtuigen, dat 
de perspectief van een bol verre van altijd een cirkel te zijn, slechts 
bij uitzondering een cirkel is. Somniige schrijvers van leerboeken 
der perspectief vinden het dan ook noodig, op die dwaling opzette- 
lijk te wijzen, en halen daarbij verschillende auteurs aan. Hoezeer 
zou dan een wiskundige zich in de oogen van velen kunnen com- 
promiteeren, als hij durfde beweren, dat de perspectief van een bol 
wel eene dier kromme lijnen zijn kan , die men in de wiskunde pa- 
rabool en hyperbool noemt. 
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Op zich zelve zijn deze zaken zoo eenvoudig, dat zij in dit tijd- 
schrift althans geene bespreking behoeven; bij geen wiskundige toch 
is hier eenige twijfel. Een andere vraag is, of het niet van belang 
is na te gaan, in welke mate de teekenaar ongelijk heeft, als hij 
een bol steeds als een cirkel afbeeldt. 

Wijl de perspectief van een bol de doorsnede is van het tafereel 
met een den bol rakend (en dus een recht cirkelvormig) kegelvlak, 
dat het oog tot top heeft, zoo komt alles daarop aan, den vorm dier 
doorsnede te bepalen. 

Zij T de top van het kegelvlak; TAB het vlak, gelegd door de 
as loodrecht op het vlak, dat het kegelvlak snijdt; ^^ de doorsnede 
van die beide vlakken. Stellen wij LJTJB -=.20 en LTAB =^y. 

Is y<180^— 2(p, zoo is de doorsnede een ellips, waarvan AB 
de groote as is. De vraag is nu, hoe de verhouding der kleine en 
groote as dier ellips afhangt van de hoeken $ en 7. Brengt men 
door C, het midden van AB, een vlak loodrecht op de as des ke- 
gels, snijdende TA in j&, TB in G, Dat vlak snijdt het kegelvlak 
volgens een cirkel. Is D een der twee suijpuoten van dien cirkel 
met de ellips, dan is CB (loodrecht op AB) de halve kleine as. 

Uit AECA heeft men nu 

EC ^ny 

AC ~ CÖ8^ • * • ^ ' 



en uit üiBCG 

CG _ Sinfy+2(t>) 



(2) 



BC Co8:p 

Door (1) en (2) te vermenigvuldigen, en in acht te nemen, dat 
CD middenevenredig is tusschen BC au CG^ en dat AC =z CB 

is, heeft men 

CD^ _ S m{y+2(p ) .Siny 

AC '^ Cos'^ip ' 

CD 

-r-z is nu de gezochte verhouding (die wij door h zullen voorstellen) 

van de kleine en groote as, dus 

8%n[y\'i(p\8iny 

* = C^(P ' (^) 

Onderzoeken wy nu den vorm der perspectief van een bol; dat is 
bepalen wij de verhouding der kleine en groote as van de ellips, 
die de perspectief is van den cirkel, volgens welken de bol geraakt 
wordt door het den bol omhullende kegelvlak, dat het oog tot top 
heeft. 
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O het oog; X JT de doorsnede van het tafereel met het vlak 
loodrecht daarop, en gaande door het oog en door het middelpunt 
des bols; OB en 0(7 de beide doorsneden van datzelfde vlak met 
het den bol omhullende kegel vlak, OA de as dat kegel vlak , OP ^t 
loodlijn (ooglijn) uit het oog op het tafereel. 

Nu is OBP de hoek y van de vorige figuur; terwyl LAOB=z 
=z LAOC=z (p is. Stelt men nu LPOJ = a^ dan heeft men 
terstond y = 90* - (« + 0). 

De formule (3) voor het kwadraat der verhouding van de kleine 
en groote as gaat dus over in 

Co8{x i) . Co 8{a-\- 0) 

waarvoor men na gemakkelijke herleiding vindt 

''='-c^ W 

Omtrent de hoeken a en zijn vooreerst drie gevallen te onder- 
scheiden, 
1°, Sinet <^ Coa0y dus « 4(f < 90% ^ < 1 ; de kegelsnede is eene 

ellips, 
/8'. Sina^:zCo80y dus « + ^ = 90", hznO; de kegelsnede is eene 

parabool , 
3^. Sinot^ CosCP, dus x-\-0> 90®, h is imaginair; de kegelsnede 
is eene hyperbool. 

De perspectief van een bol in algemeene opvatting, dat is bij 
geenerlei beperking van de hoeken et en (p, kan dus zoowel eene 
hyperbool of eene parabool als eene ellips zijn. 

Intusschen weet men, dat men den gezichtshoek, waaronder men 
een voorwerp of een stelsel van voorwerpen ziet, hetwelk men wil 
afbeelden, niet grooter kiest dan 30 ~, omdat men bij een grooteren 
gezichtshoek niet meer duidelijk ziet '). Verder is het bij het be- 



') Badon Giiyben zegt in zyn beschrijvende Meetkunde, » ... dat bij een 
perspectievische teekening, die men iu eens duidelijk zal kunnen overzien, ook 
de distantie ten minste nagenoeg het dubbel moet zgn van de grootste afmeting, 
hetzij hoogte of breedte, die de teekening zal verkrijgen....". Badon Ghyben 
schijnt hier uit het oog te hebben verloren, dat het in eens dnidel^'k over- 
zien knnnen een hoofd vcrcischte is bij eene eigenlijk perspectievische teeke- 
ning. Is de teekening daarnaar niet ingericht, dan vervalt zjj in de soort 
panorama, waarbij, als zij goed zijn zal, elk oogenblik een ander oogpunt 
moet gekozen zijn. 
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schouwen van eene afbeelding niet meer dan natuurlijk er zich recht 
voor te plaatsen; dus kiest men het tafereel loodrecht op de as van 
den kegel (dien wij gezichtskegel zullen noemen), gevormd door de 
uiterste gezichtstralen , waarbinnen de af te beelden voorwerpen be- 
grepen zijn. 

Ligt nu een bol geheel binnen dien kegel, dan is a + (^<15''. 

Stellen wij nu a + (^ rr J/ , dan is 

Sin X Svt X 1 

Cos :p Cos (4^ — cc) Coa J/ . Ct(/ a -{-Sin \|/ * 

Is hierin nu \|/ standvastig en » veranderlijk, dan is het duide- 
lijk, dat die breuk haar kleinste waarde heeft (en wel =: O is), als 
« = O is , dat zij toeneemt van O tot Sin 4* , als a toeneemt van O 

Si/i * et 
tot J/: A* =. 1— - . . neemt dan af van 1 tot 1— 5Ï»* J/= Cos^ J/; 

Cos^ q> 

dus als et van O tot J/ toeneemt, neemt k af van 1 tot Cos^. 

Daar nu ^, zooals wij zagen, altijd kleiner dan lb° is, zoo is i 
altijd grooter dan Co« 15°=: 0,966. 

Dat is, als men den geheelen bol overziet, zoo is zijn perspectief 
of een cirkel (voor a=:0, dus k:=:.l), of een ellips, waarin de 
verhouding der kleine en groote as ten kleinste = 0,966 is, en 
welke dus slechts weinig afwijkt van den cirkelvorm. 

Als een ander voorbeeld, dat men een geheelen bol overziet, ne- 
men wij et =1 lO**, dan is begrepen tusschen O en 5°, en hieruit 
volgt, dat k begrepen is tusschen 0,9848 en 0,9846. Men kan 
dus, als et=zlO^ is, de verhouding der kleine en groote as der 
ellips standvastig stellen = 0,985. 

Kleiner wordt die verhouding, als de bol zoodanig geplaatst is, 
dat de lijn, die het middelpunt met het oog verbindt, een hoek van 
15® met de ooglijn maakt, en men dus bijna een halven bol over- 
zien kan. 

Men heeft dan x=. 15°; terwijl alle waarden hebben kan tus- 



gen 



schen O en 30°; h =z xl \- kan dus alle waarden verkrij 

tusschen Coslo'' en ■ — vx-> d. i. tusschen 0,966 en 0,954. 

Cos 20 

Naarmate intusschen de hoek, gevormd door de ooglijn en door 

de lijn , die het middelpunt van den bol met het oog verbindt , 

o-rooter wordt; naarmate dus geringer deel van den bol kan over- 

zien worden, neemt de verhouding h af; want bij gekozen waarde 
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van fit > 15**, zijn de grenzen van if , «^ 15° on flc+ 15"; de grenzen 

Sin X .. , 
van — — T- ziin dus 

Cos(p '^ 

1 ^1 

en — — rrr, Trirr:: > 



Ctff Z.Cos ib''-\' Sin W Ctgct ,Co8 \h'-Sin\b' 

welke beide breukea toenemen bij het groeien van a. 

Neemt men b. v. a :rz. 30", dan zijn de grenzen van (^, 15° en 
45°, en de grenzen van h zijn 0,8556 en 0,7071. 

Zooals reeds gezien is, bestaat de perspectief van een bol in eene 
parabool, als «4*^=^ 90® is; neemt men derhalve a, tusschen 
37" 30' en 52*30' en '=. het complement van cc, dan komt slechts 
een gering deel van den bol in den gezichtskegel, en de teekening 
van dat gedeelte van den bol zal bestaan in een parabolischen boog. 

Neemt men a> 37*^30' en a + 0>9O°, dan bestaat de teekening 
van het gedeelte des bols, dat in den gezichtskegel valt, uit een 
hyperbolischen boog. 

Deze beschouwing leert, dat, als men een bol geheel overziet, 
zijn perspectief wel is waar in den regel eene ellips is, maar welke 
zoo weinig afwijkt van den cirkelvorm, dat het zeer de vraag is, 
of men zulke ellips op het gezicht van den cirkel kan onderschei- 
den; dit is zelfs nog het geval als slechts een halve bol binnen de 
grenzen der teekening valt. 

Nu kan wel is waar, als een geringer deel van een bol binnen 
de grenzen der teekening valt, zijne afbeelding een parabolische of 
hyperbolische boog zijn; maar 'als men in acht neemt, dat vooreerst 
zulk geval zich weinig voordoet, en ten tweede zulke boog dan in 
den regel bovendien betrekkelijk klein is, zoodat de aard zijner 
kromming op het gezicht niet duidelijk uitkomt, dan is het niet 
te verwonderen, dat het den meesten kunstenaars niet in het hoofd 
komt, een bol anders dan door een cirkel voor te stellen. Hierbij 
is natuurlijk alleen sprake van teekeningen en schilderijen als kunst- 
producten, niet van geometrisch geconstrueerde teekeningen, al zou 
het ook daarbij heel dikwijls weinig loonend zijn, de ellips als per- 
spectief van een bol te construeeren. 



EEN STELLING OMTRENT DETERMINANTEN, 



DOOR 



CORKEILLE L LANDRÉ. 



■» «^ ^* ^■>>Vj^ 



Eene der herleidingen, welke men een determinant kan doen on- 
dergaan, en die bij doelmatige toepassing tot vereenvoudiging en 
daardoor tot berekening leidt, bestaat zooals bekend is daarin, dat 
men de elementen van eene kolom of rij, vermenigvuldigd met een 
zelfden factor, optelt bij die van eene andere kolom of rij; d. i. 



terw^l men dezelfde handelvfijs herhaaldelijk kan toepassen en dus. 
hiervoor weer schreven kan 



«7, ij c, 
d^ b^ c^ 

«3 ^3 C, 



«1 +^^1 i| +Zt?, C| 



«3+^*3+»*^» *I ^3 



= enz. 



Nu kan men bij deze herleidingen wel is waar de tusschenvormen 
overslaan, mits men die slechts niet uit het oog verlieze. Daardoor 
toch kan men tot groote vergissingen geraken, zooals geschied is in 
Dostor's ElémenU de la theorie des déterminants , een werk dat zich 
overigens aanbeveelt door helderheid van voorstelling, door vele 
voorbeelden en toepassingen, en dat zelfs buiten de determinanten 
om veel wetenswnardigs bevat. 

DosTOR behandelt den determitiant 



^ =L 



hb'J^cc' ba' ca* 

ai' cc'\aa' eb' 



ac 



bc' aa'\bV 
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Hij vermenigvuldigt de rijen in volgorde met a, b, c en deelt 
daarom de uitkomst door abc, zoodat hij verkrijgt 

abb'+acc' bad caa' 

A= — abb' bcd\bad cbb' 

ace* bcc' caa' -\ cbb' 

Den laatsten determinant stelt hij gelijk aan 

O -25cc^ -2€bb' 
— 'iacc' O - 2caa' 
-^abb' -2baa' O 

daaruit afgeleid door van elke rij de som der beide overige af te trekken. 
Hierin nu heeft Dostor zich vergist. De laatste herleiding is niet 
geoorloofd; de determinant heeft eene andere waarde verkregen. 



Stelka wij ons de vraag, welk verband bestaat er tusschen een 
gegeven determinant en een anderen, dien men er uit afleidt door 
van elke rij de som der overige af Ie trekken? 

Zij dan gegeven de determinant 



B = 



«I *i 



a, 



a 



*3 <^: 



Beschouwen wij nu den determinant 

P,«,+Pl«l+/33«3 P.^l+P^^J+Ps^S Pl^^l+Pl^J+PjC, 

Alleen gemakshalve hebben wij hier een determinant neergeschre- 
ven van de derde orde; maar duidelijk is het, hoe de vorm moet 
zijn voor hoogere orde. 

Volgens den bekenden regel voor de vermenigvuldiging van deter- 
minanten is de laatste determinant gelijk aan het product 



a^ tt^ sL^ • • 

^1 Pi (3, . . 
7\ 7% 7% • • 



X 



«1 «2 *J 
^1 ^\ ^8 



14 



i 
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waarvan de tweede ÜEicior niet anders is dan de gegeven determi- 
nant B, 
Laten wg nu die elementen van den determinant 



0( I Ot^ tfj tf| • • 

Pi P, pj p» • . 

Yt r» yi y* •• 

ö| Oj 0j ö^ .. 



welke de diagonaal vormen van boven links tot onder rechts, on- 
veranderd; terwyl wij al de andere elementen gelijk maken; zoo 
ontstaat een determinant 



1 



XXX 



X fi^ X X 
A A A ^4 



Deze is gelijk aan ^(A)— A — jr^ l waarin 

^W = («i-A)(/3,-A)(y,-A)(^,-A).., 

(Men zie Salmon, Algihre Supérieure ^ pag. 19, Ex. XV.) 
Nemen wij eindelyk «j = (3, = y j = ^^ = . . . . c= -|- 1 , en 

A=.— ly dan is 4'(^) = ^"> ^ ^^ determinant is van de n^^ 
orde, en men verkrijjgt 

+1 -1 -1 -1 . . 

-1 +1 -1 -1 . . 

-1 -1 +1 -1 . . 

-1 -1 -1 +1 . . 



= 2--».2*-«. 



Men heeft derhalve 

fl| -^ flj — 0^3 — , , d|— ij— 5j— '.. 

— fljj — ^i'\'^% — •• "■ ^i "■ ^1 H" ^3 — •• 



C| ~- Cj Cj 
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= (2" -«.2"~^)X 



a i b ^ C| . . 
^t Oj Cj . . 
^3 ^3 ^3 • • 



iZi hl C| 
ai b^ Cl 

«8 *s <^i 



zoodat wij geraakt zijn tot de stelling: 

Als men in een determinant van de »^* orde elke rij 
vermindert met de som van al de overige, dan is daar- 
door de oorspronkelijke determinant vermenigvuldigd 
met 2''-«.2*-^ 

Bq een determinant der derde orde is die factor = — 4 ; bij een 
der vierde orde =—16. 

Men heeft dus 

a, — flj — 03 ^i~^i~"^s Cj — Cj — c 

•- «^ — «2 — a^ — bi — bi " b^ C| — <?j -f Cj 

Bij een determinant der tweede orde is die factor := O ; zooals 
dan ook duidelijk 

«1 — ff-i i| — bi 

Maar dit is dan ook het eenige geval, dat die fector nul is; ove- 
rigens is hij steeds negatief. 

Het behoeft geen betoog , dat dezelfde bewerking met de kolommen 
ook hetzelfde gevolg heeft. 

Het is bijna overbodig er op te wijzen, dat die stelling in som- 
mige gevaUen tot vereenvoudiging van een determinant kan leiden. 

Zoo geeft de determinant door Dostor behandeld door op de eer- 
ste door hem gedane transformatie dB stelling toe te passen en de 
factoren buiten te brengen 

bb'^cc* ba' ca' 1 O cc' bb' 

ab' cc'\acl eb' =2 cc' O aa' 

- flc' b(f aa'\bb' bb' ad O 



z=0 is. 



=: ^aa'bb' cc'. 



U 



* 



BIJ DE SOMMATIEFORMULE VAN EULER , 



DOOR 



CORiVEILLE L. LAXDRÉ. 



Het gebraik, dat van de sommatieformule van Eüler ia de kans- 
rekening gemaakt wordt , en de verschillende wijzen, waarop men die 
formule ziet voorgesteld , gaf m\j aanleiding haar nader te onderzoeken. 

Ik ben daardoor tot een bewijs geraakt, dat zich wel is waar in 
den grond niet van het meest gewone onderscheidt, maar m. i. toch 
duidelijker is. 

Dat bewijs is als volgt. Volgens het theorema van Taylor is 

Evenzoo 



1.2.3.4 



/(a + »A)-/(a + («-l)*) = *ƒ'(« + (»- 1)A)+ — ,/"(« + («-l)A) + 
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Al deze vergelijkingen samenstellende, verkrijgt men 
Aa^nh)-'f{a)=h^i^f{a\ph)^•^-^'%r{a\ph)•\' 

waarin 2 geschreven is voor 2 . 
o >=»o 

Stelt men nu f' (x) z=: F{x), dan is het eerste lid van (1) 
jarnh) /^a) =ƒ'■*""* jP (o?) é?x, in de onderstelling, dat /(ar) 
eindig en continue is, als o? gaat van a tot a-\nh. Men verkrijgt 
zoodoende uit (1) 

waarin ter vereenvoudiging de grenzen der sommatie zijn weggelaten, 
zijnde die steeds O en »— 1. 

Vervangt men in (1) T{x) door-F'(aj), en neemt men in acht, dat 
/^■^"*^(a7iö?x = l'{a-f ?iA)-F(ö), als jP'(jj) eindig en continue 
is tusschen de grenzen a en a\nh voor jj, dan komt 

^r^a \ph) = - (^{a \nh) --F(a)) - r^ 2 F\a \:pK) - 

Evenzoo, en als F"{x)y I"'(jjb) enz. eindig en continue zijn voor 
de waarden van o? van a tot a^nk, 

-i^£J'"'(« +/'*)- (3) 

l,F'\a\-pA) = l{F\a + nU)-F'(a)-^^ZF'*'{a-{-pk)-...{i) 

n 1 . « 

enz. 
Substitueert men (2), (3), (4) enz. in (1) dan komt 

^A,U\F"{a-\n/i)'-F'\aj)^ , ., . . (5) 



' 
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waarin de coëfficiënten J^, A^^ A^ enz. nog moeten bepaald wor- 
den , hetgeen w\j doen langs den gewonen weg , door voor F{x) eene 
bepaalde functie te kiezen, namel^'k F{x)=ze*. 
De formnle (5) wordt voor dat geval 

h 

e ' * — 1 
Het eerste lid dezer vergelijking is =: e' X ~i — : . 

Deelt men dus beide leden door ^' + •*-«*, dan komt* 

^=i-|+^,A4-^,A' + ^,*' + -^.A'+ . . .(6) 
Nu is 



tf*-l A 2 • 1.2 1.2.3.4 • 1.2.3.4.6 

waarin ^ , , ^^ , ^5 , enz. de Bemouilliaansche coëfficiënten zijn. 
Door vergelijking van (6) en (7) heeft men 

^*-1.2' ^*-"' ^»- 1.2.3.4' ^* — "' 
A.= ^^ 



* 1.2:3.4.5.6 
Derhalve 

^' (-F»'(a + »^)~-F^(a))- (8) 



• 1.2.3.4.5.6 
Is die reeks divergent , dan heeft z^ natuurlijk ter bepaling of ter 

benadering van 2 F[a\'p'h\ geene waarde. De rest der reeks 

vindt men aangegeven o. a. in Schlömilgu's Compendium der höheren 
AnaZymy 2^« Deel, bladz. 228 en in Diengee's Die Bifferential- und 
Integralrechnung y Deel 2 , bladz. 289. Het toepassen der rest zal in- 
tusschen meestal groote bezwaren opleveren. 

De formule (8) heeft dit bijzondere, dat de sommatie loopt van 
F(a) tot .F(a-|-(» — 1)^), terwyl de x der integraal gaat van a tot 
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Eigenaardiger is het, en ook gemakkelijker ter voorkoming van 
vergissingen, als de grenzen der sommatie en der integratie dezelfde 
zijn. Dit nu is terstond te verkrijgen, als men bij beide leden van 
(8) optelt F[a \ nh). Men verkrijgt dan 

psstQ h * 

+ ^^KT'{a\nh)-¥{fl))- j-^ (r"(« + «A)-J"'(<i))+ ... (9) 

Om tot den meest gewonen vorm te komen, waaronder men de 
formule van Eüler schrijft, zullen wij stellen 

als (f (.r) is de onbepaalde integraal JF[x]dXy dan is 

^' r"[a^nh)^—^±—^Fy[aAnh)^ . . . (10) 



1.2.3.4 ' ' ' • 1.2.3.4.5.6 

Stelt men nu F(t) :rz y, dus (p{x) -zzijydx^ en verstaat men door 
Sj) de som, die men verkrygt door samentelling der waarden, die 
y = j^(i?) verkrijgt door aan x waarden te geven, die telkens met /* 
opklimmen; dan kan men schrijven 

hierin heeft men voor x te substitueeren de bovenste grens der 
sommatie, welke tevens die der integratie is, terwijl C afhangt van 
de onderste grens, en dus voor elk bijzonder geval afzonderlijk 
onderzocht wordt. 

Onder dezen vorm vindt men de formule van Euleb, als men ze 
afleidt door middel van de theorie der eindige differentiën (zie b. v. 
LAcaoix, Traite élémentaire du calcul différentiel et du calcul integrale 
pag. 578); en is ze ook aangegeven door Lobatto in zijne Lessen 
over de differentiaal' en integraalrekening y 2de Deel, bladz. 386. Zoo 
leidt ze ook gemakkelijk tot de zoo bruikbare formule van Stibling 
ter benadering van 1 . 2 . 3 ... ar, als x een groot getal is; welke 
formule men met zooveel nut toepast in de kansrekening, zooals 
men ook ziet in de dissertatie van den Heer Nixck Blok, getiteld 
Overzicht van de metJiode der kleinste kwadraten. 
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Het aantal leerboeken over de vlakke meetkunde is vele malen 
grooter dan dat over de meetkunde der ruimte; dit bekende feit 
moge zijne verklaring vinden in de vermeende behoeften van vele 
leerlingen, vooral met het oog op examen-programma's; het is er 
niet minder betreurenswaardig om. Zoowel toch uit een practisch, 
als uit een pedagogisch oogpunt is de ruimte der beschouwing niet 
minder waard dan het platte vlak. 

Is het hierom belangrijk, als er in Nederland een goed werkje 
uitkomt over de lichaamsmeting, zoo zou het te bejammeren zijn, 
als men dit zoo ongemerkt liet voorbijgaan, vooral als zulk werkje 
zich in zoo vele opzichten onderscheidt van andere, als dit het geval 
is met de Beginselen der Stereometrie van Dr. J. C. IMattiies. 

Daarom heb ik lust, die uitgave kort te bespreken, zelfs al had- 
den meer bevoegden dat beter kunnen doen. 

Ik begin dan met te zeggen, dat de hoofdindruk, dien ik van 
dit boekje verkreeg, een hoogst gunstige is, hetgeen mijne bedenkin- 
gen niet weerhouden mag, die ik meen hier en daar te moeten 
maken. 

Het boekje is verdeeld in drie hoofdstukken; het eerste hoofdstuk 
ligging en snijding van lijnen en vlakken heeft blijkens de motto's tot 
leidende gedachten, dat men in de meetkunde het begrip beweging 



217 

niet kan missen, en dat men, waar er slechts sprake is van stand 
(Lagebeziehungen), geen gebruik moet maken ran lengte ran lijnen 
noch yan grootte van hoeken. 

Met het eerste dezer beginselen kan ik mij volkomen vereenigen, 
te meer daar in dezen tijd beweging heerschend wordt op natuur- 
philosophisch gebied; minder ben ik het er mede eens, de meetkun- 
dige uitgebreidheden te vereenzelvigen met beweging, en dus te zeg- 
gen b. V. Een plat vlak is de beweging .... Mij dunkt, men heeft 
hier te doen met oorzaak en uitwerking. 

Aan het tweede beginsel, dat prof. M. zoo streng mogelijk heeft 
volgehouden, danken wij schoone bewijzen; echter vrees ik, dat eene 
enkele maal, namelijk bij het bewijs der gelijkheid van hoeken met 
evenwijdige beenen, de strengheid er onder geleden heeft. Bijzonder 
trof mij de schoonheid der bewijzen van de stellingen I, XX en 
XXII. Zeer duidel^k vind ik de beschouwing omtrent supplemen- 
taire drievlakkige hoeken. 

Het tweede hoofdstuk behandelt de platvlakkige lichamen. Belang- 
rijk is hierin vooral de wijze, waarop de inhoud van het driehoekig 
prisma wordt besproken. 

De geldigheid der inhoudsformule JA(ö + 4if-f-5) heeft zeker 
groote waarde; maar ook alleen dan, als men althans de prisma- 
toïde behandelt, hetgeen niet moeilijk is. 

De wet van Kuler vindt men bewezen met haar voornaamste 
gevolgen, voor eenvoudige lichamen; maar het blijkt niet, wat 
men door eenvoudige lichamen te verstaan heeft, waarschijnlijk con- 
vexe lichamen, hoewel de wet van Euleb veel verder strekking heeft. 

Menige belangrijke waarheid komt in dit hoofdstuk voor, die men 
in andere elementaire werken vergeefs zoekt. 

In het derde hoofdstuk wordt gehandeld over de gelogen oppervlak' 
ken en de lichamen daardoor begrensd, 

In het bijzonder moet ik hier wijzen op den weg, langs welken 
prof. M. geraakt tot het oppervlak en den inhoud van het omwen- 
telingslichaam, welks beschrijvende figuur een cirkel is. Hij maakt 
daarbij geen gebruik van den regel van Guldin; maar behandelt 
vooraf het lichaam, ontstaan door de wenteling van een veelhoek, 
die eene as van symmetrie heeft om eene lijn , evenwijdig met die as 
en in het vlak van den veelhoek. 

Hier en daar treft men eenige vraagstukken aan; ik kan echter 
niet ontkennen, dat sommige voor een leerling tamelijk zwaar zijn. 
Ik wil ronduit bekennen, dat het vraagstuk over het icosi-tetraëder , 
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dat mij onbekend was, mij wel eenig nadenken heeft gekost. Alles 
hangt intusschen af van de bedoeling met die Traagstakken. 

Het werkje is blijkbaar niet bestemd voor autodidacten; maar ge- 
schreven als handleiding voor colleges en bij ander klassikaal onder- 
wijs, en daarvoor is het dan ook uitstekend; het gesproken woord 
moet aanvullen, wat het geschreven achterwege laat. 

Maar ook hij, die uit andere uitvoeriger werken zijne eerste kennis 
der stereometrie geput heeft, moet het werkje ter hand nemen, en 
hij zal getroffen worden, dat men zulk een schat van waarheden in 
zoo beknopten vorm kan weergeven. 

Sommige ouderwetsohe uitdrukkingen zullen den lezer niet hinde- 
ren; integendeel zij leggen op het boekje, klein als het is, en ne- 
derig als het er uitziet, het cachet eener veeljarige ondervinding; te 
meer zal het hem treffen te zien, hoezeer de schrijver op de 
hoogte is van wat de jongste tijd gaf op dit gebied, met wat jeug- 
dige kracht hij zich blijft wijden aan de wetenschap. 

Het boekje hebbe veel succes. 
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Over de perspectief van den bol. Door Corneille L. Landre „ 203. 

Een stelling omtrent determinanten. Door Corneille L. 

Landre „ 208. 

Bij de sommatieformule van Euler. Door Corneille L. 

Landre „ 212. 

Ijieschiedenis eu bibliographie der wiskunde. 

Aankondiging van de „Beginselen der Stereomekrie door 
D^ C. J. Matthes, Amst. 1878." Door CorneilIiE 
L. Landre „ 216. 

Register^ naar de onderwerpen gerangschikt^ op eenige 
Wiskundige Tijdscliriften. 

Reeksen — Wiskunde. Grondbegrippen „ 219. 
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Over het beginsel van het behoud der energie. Door D'. 

G. J. MlCHAËLIS Blz. 1. 

Over het projecteeren op oppervlakken. Door D'. P. H. 

SCHOÜTE „ 19. 

Gelukspelen met dobbelsteenen. Door D'. D. Bierens de 

Haan. (Wordt vervolgd) „ 49. 

Oplossing van de 3**® prijsvraag voor het jaar 1878. Over 

een massiven driehoek rastende in een drievlakkigeif 

hoek. Door F. J. van den Berq „ 67. 

Register^ naar dé onderwerpen gerangschikt^ op eenige 
Wiskundige Tijdschriften. 

Analytisclie meetkunde op het plat vlak — Potentiaal .... „ 98. 
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